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Caleulo I

TS picos arordados Nos exerciaios.
Tépicos 61 * O espaco R" e suas propriedades;

. .. ¢ Equaciao da circunferéncia e da esfera;
Métodos e Técnicas 62 quag ’

* Dominio, imagem e grifico de funcdes vetoriais;

Enunciados 64

* Limite e continuidade de funcdes vetoriais;
IDiezs 67 * Derivada de fungdes vetoriais;
Respostas 68 * Comprimento de arco.

Contelddos essenciais para resolugdo dos
exeraicios.

¢ Geometria analitica;
* Limite e continuidade de funcdes de uma varidvel,

* Derivacao e integracao de funcdes de uma varidvel.



* Nos seguintes exercicios utilizam-se alguns conhecimentos

basicos de geometria analitica.

Conhecimentos bdsicos
de geometria analitica e

cdlculo componente a » Efetua-se os cdlculos por cada componente no seguinte

mponente. .. . . . .
componente exercicio, utilizando as regras imediatas de limite.
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3 1
Considere os pontos A = (0,1,0), B = <_§’_§’ O),
3 1
C = g,—i,o e D = (0,0, \/E). Mostre que A, B, C, D sao
vértices de um tetraedro regular.

Encontre o ortocentro do triangulo ACD onde A = (0, 1,0),

C = (?,—%,o) e D = (0,0,V2).

Construa um paralelepipedo que possua entre suas arestas
1
os segmentos AB, AC e AD onde A = (1,0,1), B = (1,2, 5)’
C = 1 1
S\ 2
paralelepipedo no GeoGebra.

1
31e D = (2, 4_1’0)' Faca uma representacdo do

A circunferéncia C; tem equacio x> + y> — 6x — 8y = 0.
Encontre a circunferéncia C, concéntrica a C; de tal modo que
exista um tridngulo inscrito em C; e que C, seja inscrita no

tridngulo.

Encontre a equacdo da esfera que contém os pontos A =

1
0,1,0), C = (?,—E, O) e D = (0,0, \/E) sobre um grande
circulo.

Dados A(2,1,3), B(4,1,1) e C(0,0,0), escreva as equagoes

paramétricas da reta que contém a mediana, relativa ao lado AB,
do triangulo ABC.

O movimento de uma particula € tal que no instante ¢ sua
posicao é
P@t)=(0+1t1-2t1).

(a) Em que instante a particula estd mais préxima da esfera
2 +y?+72=1?

(b) Qual o ponto desta esfera mais proximo da trajetéria da

particula?
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Desenhe a imagem:

(@) F(t) = (t, : ;) :

(b) F(t) = (e_t cost, e sent, e_t)

Calcule:
tan3r e — 1
(a) Hm F (), onde F () = ( anot ¢ ,z3) :
t—0 t t
1$-8 cosZ
(b) lim 7 (1), onde P (1) = — 1 +—+j +21k

Calcule o comprimento da curva dada:

(@) y(¢t) = (t,In1),t € [1,e];

(b) y(t) = (cost,sent,e’),t € [0, n].

Um tanque de guerra estd com seu canhao disparando
apenas na dire¢do frontal. Seu deslocamento ocorre segundo
a trajetéria y(t) = (t,#*) onde t é o pardmetro tempo. Em que
instante # deve atirar para alcancar um alvo na posi¢cao P = (5, 16)?

Uma particula se desloca em relacdo ao tempo de acordo

comaequagaor(t) = (t+1, ?+5). Uma outra particula se desloca

1
segundo areta y = 3x — 7 Se no instante ¢+ = 0 a posicdo da

1
segunda particula é (O, —Z) e estd se deslocando com velocidade

constante, que velocidade deve ter para estarem simultaneamente

no ponto de tangéncia?

Encontre o angulo entre as curvas a(t) = (sen t,cost —

I,cost + 1) e b(s) = (s, 5,5 +2) nos pontos de intersecao.



18 Utilize a férmula da distiancia entre dois

pontos no espaco.

Lembre-se que se o tridngulo € equila-
tero o ortocentro coincide com o baricentro.

Logo, encontre o baricentro do triangulo.

Considere cada aresta do paralelepi-
pedo como um vetor e utilize isto para deter-
minar os demais vetores (arestas) partindo de
cada um dos pontos (vértices do paralelepi-
pedo).

Encontre o raio da circunferéncia C;
e resolva o problema com a circunferéncia
transladada para a origem. Em seguida, en-
contre o tridngulo equildtero inscrito em na
circunferéncia transladada e a partir dele de-
termine através de uma de suas arestas o ponto
de tangéncia da circunferéncia inscrita no tri-
angulo. Apoés determinar a equagdo da cir-
cunferéncia inscrita no triangulo, translade-a

de volta o centro de C;j.

O tridngulo ACD ¢€ equildtero e sabe-
se que o centro da circunferéncia circunscrita
coincide com o baricentro do tridangulo. En-
tao determina-se o raio da esfera e em seguida

encontra-se a equacao da esfera.

Encontre o ponto médio de AB, e en-
contre a equacdo vetorial da reta que passa
por C e tem a dire¢cdo do vetor que passa por
estes pontos.

A particula estard mais proxima da es-
fera no instante que estiver mais proxima de
seu centro (0,0, 0).

Faca a representacdo das imagens em
um software computacional para facilitar a

visualizacao.
Calcule o limite de cada componente.

Utilize a férmula abaixo para deter-

minar o comprimento do arco de uma curva.

b
L= f e (@)]] dt.

Encontre a equagdo para a reta tan-
gente a curva y no ponto y(¢) e em seguida
utilize o ponto que indica a posicao alvo para
determinar ¢.

Determine a parametriza¢do ade-
quada da reta de modo que para um mesmo
parametro ¢ as particulas se encontrem no
ponto de tangéncia.

Encontre o ponto de interse¢do das
curvas e em seguida utilize a formula abaixo

para determinar o angulo entre as curvas.

__a@)-bs)
T OO




3 1 3 1
Considere os pontos A = (0,1,0), B = (—g ~5 0), C= (%, ~5 O) eD = (0,0, \/z).

Mostre que A, B, C, D sdo vértices de um tetraedro regular.

Solucdo:
d(A,B) = d(AC) = \/(«/5/2)2 +(1+1/2)2+02=+3
d(AD) = 1+(V2)2=13
d(B,.C) = \V3 +02=13
d(B.D) = d(C.D)=(V3/27 +(1/2)? + (VD2 = V3

Como todas as arestas tem mesmo comprimento, as faces sao tridngulos equilateros, logo o tetraedro

¢ regular.

3 1
Encontre o ortocentro do tridngulo ACD onde A = (0,1,0), C = (%, _E’O) e D =

0,0, V2).

Solucdo: Como o tridngulo € equilatero, o ortocentro coincide com o baricentro. Seja M o ponto

médio do segmento CD.
M = %(c +D) = %(«/5/2,—1/2, V2) = (V3/4,-1/4,V2/2).

Entao

AM =M — A = (V3/4,-1/4,Y2/2) - (0,1,0) = (V3/4,-5/4,V2/2)

Logo o baricentro (ortocentro) tem coordenadas

B=A+ %AM =(0,1,0) + %(«/5/4, —5/4,N2/2) = (V/3/6,1/6,V2/3)

Construa um paralelepipedo que possua entre suas arestas os segmentos AB, AC e AD
1 1 1 1
onde A = (1,0,1), B = (1, 2, E), C = (5’_5’3) eD = (2, T 0). Faca uma representacdo do
paralelepipedo no GeoGebra.

Solugo: Considere os vetores AB = B— A = (0,2,—-1/2) e AD = D — A = (1,1/4,—1). Como



a figura € um paralelepipedo, temos os vértices restantes

= B+AD=(1,2,1/2) + (1,1/4,-1) = (2,9/4,-1/2)

= C+AB=(1/2,-1/2,3) + (0,2, -1/2) = (1/2,3/2,5/2)
C+AD = (1/2,-1/2,3) + (1,1/4,-1) = (3/2,-1/4,2)
= G+AD = (1/2,3/2,5/2) + (1, 1/4,-1) = (3/2,7/4,3/2).

T Q™
I

A figura é

A circunferéncia Cy tem equagio x? + y> — 6x — 8y = 0. Encontre a circunferéncia C,
concéntrica a C; de tal modo que exista um tridngulo inscrito em C; e que C; seja inscrita no
triangulo.

Soluc¢ao: A circunferéncia Cj tem centro (3, 4) e raio 5, isto €, sua equacao € (x — 3)2+ (y— 4)% =
52. Vamos resolver o problema para a circunferéncia C de equagio x” + y> = 5% e depois trasladar a
solucdo de C pelo vetor (3,4). Vamos buscar como solugdo o tridngulo equilatero inscrito em C que
tem como vértices A = (1,0), B = (5cos2n/3,5 sen2n/3) e C = (5cos2x/3, -5 sen2n/3).

10



O ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita é M = (-5/2,0), logo seu raio € r = 5/2. Nossa
equacio para C> é (x —3)> + (y —4)2 = (5/2)> ou x> + y> —6x — 8y + 75/4 = 0.

\51)6

Encontre a equacdo da esfera que contém os pontos A = (0,1,0), C = (7 ~5 0

D = (0,0, \/5) sobre um grande circulo.

Solucido: Sabemos do problema 1.1 que o tridngulo ACD € equildtero. Logo da geometria se
M=(A+D)/2=(0,1/2, \/5/ 2) entao o centro da circunferéncia circunscrita é

2
X:C+§CM

Temos CM = M — C = (0,1/2,V2/2) — (\/3/2,-1/2,0) = (=V3/2,1,V2/2) e assim

V3 o1 2( V3 2 V3112
(5035 7)- (05 )

=122 22 )\ 663

O raio é

A equagdo da esfera €

Dados A(2,1,3), B(4,1,1) e C(0,0,0), escreva as equacdes paramétricas da reta que
contém a mediana, relativa ao lado AB, do tridngulo ABC.

11



Solucdo: Temos que o ponto médio de AB ¢

A+ B
2

=(3,12)
A reta que contém o ponto médio e passa pelo ponto C é
(x,v,2) =(0,0,0) +¢(3,1,2)

Como queremos as equagdes paramétricas, segue que

= 3t
= t
= 2t

O movimento de uma particula € tal que no instante ¢ sua posicao é
P(t)=(0+11-2t1).

(a) Em que instante a particula estd mais préxima da esfera x> + y? + z2 = 1?

Solucdo: A particula estd mais proxima da esfera no instante que estiver mais proxima de seu

centro. A distncia de um ponto da trajetéria da particula ao centro da esfera é dada por

D= \/(1+t)2+(1—2t)2+t2
O minimo desta distancia ocorre quando

d 1
E[(1+z2)+(1—2z2)+t2]:0:>2(1+z)—4(1—2r)+2z:0=>z:6

(b) Qual o ponto desta esfera mais proximo da trajetéria da particula?

Solucao: O ponto da esfera mais proximo da trajetoria € o ponto de interse¢ao da esfera com

a reta que passa por (0,0,0) e (% % %) Assim, segue que

721
=000+ (5 3.)

ou seja,

=
Il

o)\ AN
~

2
Il
WIN
~

o]
Il
AN~
~

12



Fazendo a interse¢ao com a esfera obteremos

49, 4, 1, , 6
—1 —t —t- =1 66t~ = 36 r=—
36 "9 36 = Y

Portanto o ponto que desejamos €

1
V66

P = (7,4, 1)

Desenhe a imagem:

(@) F(r) = (r, " }) ;

Solucao:

(b) F(t) = (e_t cost, e sent, e_’)

Solucao:

Calcule:

13




tan3r e* — 1
(a) hné?(t),onde?(r):(ar; ,et ,r3);
11—

Solucdo: Sabemos que

lim = lim3sec’t =3
t—0 t t—0
2t 1
lim & = lim2¢* =2
t—0 1 t—0
lim?? = 0
t—0
Assim,
H
lim F (¢) = (3,2,0).
t—0
3 b8
. = -, 1"—8> COST— =
(b) }Lr)l%r(t),onde r(t) = t2—4l + t_zj +2tk.
Solucao: Temos que
3-8 24244
lim = lim—— =
=212 —4 =2 t+2
” cos % i (ﬂ ﬂ) ~
im = lim|— sen—| = —
-2t —2 -2 \t2 t 4
lim2r = 4
t—2

Logo, segue que
lim 7 (1) = (3, %,4)

t—2

Calcule o comprimento da curva dada:

(@) y(t) = (t,In1),t € [1,e];

Solucao: Temos que

'y = (1.1
) [ 1
Iy @Il = 1+t—2

Logo, o comprimento de curva serd
¢ | 1
f 1+ —2dt
1 t

14



1
Fazendo a substitui¢do trigonométrica 7= tan 6 obteremos

e 1 arctan ¢! &
f A1+ —dt = —f sec 6 cossec’0d6 = f [sec 6 + cotgf cossecd] db
1 t Z arctan e~!

n
4

In|sec@ + tan 6| — cossec@]
arctan e~

1+2
= In[————|+1+V1+e2-V2
<1+V1+e2>

(b) y(t) = (cost,sent,e”"),t € [0, n].

Solucdo: Temos que
Y'(t) = (- sent,cost, —e")

1Y Ol = VI + e

T
f 1+e2dt
0

t

Logo, o comprimento de curva serd

Fazendo a substitui¢ao trigonométrica e™" = tan 6 obteremos

g arctan e " 3 z
6 4 1
f 1+e2dr = — f ¢ Y0 = f [
0 x tan 0 arctan e—7 | S€ENO

us

4

+tan@secO| do

ENE

In | cossect — cotgf| + sec 9]

arctan e™”

1 \/1 =27
(¢~ + V24—Vl +e2n
1+V2

Um tanque de guerra estd com seu canhdo disparando apenas na direcdo frontal. Seu
deslocamento ocorre segundo a trajetéria y(t) = (z, t*)onderéo parametro tempo. Em que instante
t deve atirar para alcangar um alvo na posi¢ao P = (5, 16)?

Solucao: Se r; denota a reta tangente a y no ponto y(¢) entao

re(s) = y(0) + sy’ (t) = (1,1%) + s(1,28) = (¢ + s, 1% + 2s1).

15



Como o ponto P pertence a reta teremos r;(s) = P para algum par ¢ e s. Resolvendo o sistema

t+s=>5et’+2st = 16 obtemos como equagio para t,
t* =10 + 16

que tem raizes 1| = 2 e t, = 8. A segunda solucdo deve ser descartada porque o tanque ndao pode
virar o canhdo para sua traseira. Logo o instante de disparo € r = 2.

Uma particula se desloca em relagio ao tempo de acordo com a equagio r (1) = (t+1, >+5).

Uma outra particula se desloca segundo areta y = 3x — 7t Se no instante ¢ = 0 a posicao da segunda

1
particula é (O, _4_1) e estd se deslocando com velocidade constante, que velocidade deve ter para

estarem simultaneamente no ponto de tangéncia?

Solucao: Como a declividade da reta y = 3x — % €3er'(t) = (1,2t), teremos que a tangéncia
ocorre quando 2 = 3 ou t = 3/2. Logo o ponto de tangéncia é r(3/2) = (5/2,29/4). Considere
p(t) = (at,3at — %) a equacao da reta parametrizada tal que p(3/2) = r(3/2) = (5/2,29/4). Assim

3 5
—a - =
2 2
9 129
2974 T %
de onde obtemos a = 5/3. Assim
5 1
1) =|>t,5t -~
p() (3 4)

5
e a velocidade vetorial serd v = (5/3,5) e escalar v = 5\@

Encontre o angulo entre as curvas a(t) = (sent,cost — I,cost + 1) e b(s) = (s, 5,5 +2)

nos pontos de intersecao.

Solucdo: Nos pontos de intersecdo teremos s = sen f, s = cost — 1 e s +2 = cost + 1.
Necessariamente sen ¢ = cosf — 1. Elevando ao quadrado e substituindo sen® t = 1 — cos? ¢ teremos
2cost(cost — 1) = 0. Também a’(r) = (cost,—sen t,—sen t) e b'(s) = (1,1,1). As solugdes
possiveis sdo:

(i) cost = 1,sen t = 0. Neste caso podemos considerar # = 0 e s = 0 no ponto de intersecao que

€ P1 = (0,0,2). Entdo a’(0) = (1,0,0) e b'(0) = (1, 1, 1). Portanto se 8; € o angulo em P; teremos

(O (O
EPZONZORE

16



(ii) cost = O,sen t = —1. Neste caso podemos considerar ¢t = 37/2 e s = —1 no ponto de
intersecdo que é P, = (—1,—1,1). Entdo a’(37/2) = (0,1,1) e b’'(—1) = (1,1, 1). Portanto se 6, € o

angulo em P, teremos
cos g = LGB _\ﬁ
PTG/l (=D~ V3

17
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FuncSes de vérias varidveis

TS picos arOrdados NOs exercicios.

Tépicos

M¢étodos e Técnicas

Enunciados

Dicas

Respostas

61

62

64

67

68

Dominio e Imagem de uma fun¢do de vdrias varidveis;

Curvas de nivel;

Superficies de nivel;

Grafico de uma fungdo de vdrias varidveis;

Limite e continuidade de uma funcdo de vdrias varidveis.

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exercicios.

* Nocgoes sobre dominio e imagem de fun¢@o de uma varidvel
real;

Construcdo de graficos de fun¢do de uma varidvel real.

* Limite e continuidade de uma funcdo de uma varidvel;

Geometria analitica;

Geometria espacial.

18



* Nas questdes a seguir utiliza-se as interse¢oes da fungao
com os planos coordenados e as curvas de nivel para esbocar

o gréifico de uma funcdo de duas varidveis. Encontrar o

Esbogo de graficos.
SDOgO (e Saticos dominio e imagem da fun¢do € indispenséavel.
* Aplicacdo da defini¢cdo de continuidade para funcdes de
vdrias varidveis.
Aplicacdo da Defini¢dao

de Limite para fungdes

de varias variaveis. * Continuidade em fun¢des compostas.

19



®® 0O

000

0 0o

®®O0O0

® e 0O

® 0O0O0

Encontre as curvas de nivel das fungdo f(x,y) = y* -

e*. Faca um grédfico com as curvas de valores constantes ¢

-3,-2,-1,0,1,2,3.

Encontre o dominio e a imagem da funcdo f(x,y)

v/x% + 3xy + y2. Esboce as curvas de nivel de f.

Mostre que as curvas de nivel da funcao

3.3
f(x,y):)C Y

x3+y3

[1—
sdo retas pela origem com declividade \ ﬁ Faca um grafico
c

1 -
da funcdo g(c) = \3/ T ¢ e use-o para determinar o grafico da f.
c

Faca o que se pede.

(a) Determine e esbocge as curvas de nivel da fungao

D’

fxy)=e 7o
e, a partir desta informacao, esboce o grafico da mesma.

(b) Mostre que definindo f(0,0) = 0 a funcao obtida fica con-
tinua em (0, 0).

(c) Determine a imagem de f.

Verifique se € possivel definir um valor f(0,0) de modo

que
cos(x? — y2)
x% +y?

fx,y) =

seja continua em (0, 0).

A fungio f : R2 > R tal que £(x,y) = (x2 — y2)e® ) ¢
continua? Justifique.

20



Iguale a fungdo a uma constante ¢ e analise Iguale a fun¢@o a uma constante c e vi-
parac > 0ec <O. zualise as curvas de nivel da funcdo. Calcule

o lim( )00y f(x, y) e tire conclusdes.
Iguale a fungdo a uma constante ¢ e analise

para ¢ > 0. Verifique que as curvas de nivel sdo Lembre-se da definicdo de continui-
hipérboles e encontre suas assintotas a partir da  dade: f(x,y) € continua em (a,b) se

andlise da equacao gerada. = f(a,b). Lembre que o limite

lim
(x,y)—(a,b)
. ) ¢ uma tendéncia e ndo necessariamente ex-
Iguale a fun¢@o a uma constante c. Verifique ~

o pressa o valor da func¢do no ponto..
que g(c) define a declividade das retas. Estude o

sinal da g’(c). Atente para a composicao de fungdes
continuas.
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Encontre as curvas de nivel das funcdo f(x,y) = y?> — e*. Faca um grifico com as curvas

de valores constantes ¢ = =3, -2, —1,0, 1, 2, 3.

Solucdo: As curvas de nivel sdo dadas por f(x,y) = ¢ onde ¢ é constante. Logo y* = e* + ¢ de

y==xVe* +c.

Quando ¢ > 0, y nunca € 0, logo a curva de nivel é formado por dois trechos conexos. Quando ¢ < 0,

onde

teremos uma Unica curva com x > In(—c).

EN

O grafico da fungdo é

Encontre o dominio e a imagem da fun¢do f(x,y) = y/x2 + 3xy + y2. Esboce as curvas
de nivel de f.
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Solucdo: As curvas de nivel sdo f(x,y) = vx2 +3xy + y2 = ¢ ou x> + 3xy + y* = ¢2, com
¢ > 0. Podemos escrever

2
X +3xy+y* = x° (1+3X+ (X) ) = 2 (X—m1) (X—mz) = (y —mx)(y — max)
X X X X
onde m; = _3%\6 emy = _3%\6 As curvas de nivel sdo hipérboles com assintotas y = mx e

y = mpx. O dominio da f serd dado por

Domf = {(x,y)|ly 2mxey >mxouy <mjxey < mpx}

Resolvendo a equacdo x? + 3xy + y> = ¢? para y obtemos

—3x + V5x2 + 4c2
y =
2

que para os diversos valores de ¢ fornecem o grafico das hipérboles que sdo as curvas de nivel.

As curvas de nivel com ¢ = 0, 1, 2 sao
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O grafico é

Mostre que as curvas de nivel da funcao

x3_y3

x3+y3

flx,y) =

[1- [1-
sdo retas pela origem com declividade \ 1—+C Faca um gréfico da fungdo g(c) = \ " ¢ e use-o
c c

para determinar o gréfico da f.

Solucao: Ascurvasdenivel f(x, y) = csdodadas porx3—y3 = c(x3+y3) oux3(l-¢) = y3(1+c)
(y)3 =g
x)  l+c

24
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ou

as quais sdo retas passando pela origem. A funcdo g(c) = ¢ %%E define a declividade das retas. Sua

E =T a2 1+c

logo € negativa em todos os pontos. Isto quer dizer que g(c) € decrescente nos intervalos | —oco, —1[ e

derivada é

]—1, +0o[. Quando ¢ — oo temos que g(c) — —1, ou seja as curvas de nivel para valores tendendo
para infinito se aproxima da reta y = —x. Conforme o valor de ¢ aumenta até chegar em ¢ = —1 a
declividade da reta diminue até chegar na reta x = 0. Apds este valor a declividade da reta volta a
diminuir e quando ¢ — oo aproxima-se de —1 e dareta y = —x.

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 u 6 8 10 12

O gréfico tem um formato "helicoidal"com apenas um passo infinito, e deformado pela raiz cibica:
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Faca o que se pede.

(a) Determine e esboce as curvas de nivel da fun¢do

S
fx,y)=e @
e, a partir desta informacao, esboce o grifico da mesma.
Solucao: (i) De

1
fy)=e 79 =c

obtemos 1
——— =—Inc
x2 +y?
ou |
X2+ y2 = ——
Inc

Entdo as curvas de nivel s@o circulos com centro na origem e raio \/11_ Para que —In ¢ seja
—Inc

positivo, devemos ter 0 < ¢ < 1.

O grifico de f é uma superficie de revolucdo da curva g(r) = e~/ r,

0.5

25 -2 =13 =l -0.5 0 0.5 1 15 2 25

-0.5
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Seu gréfico entdo é:

(b) Mostre que definindo f(0,0) = 0 a funcdo obtida fica continua em (0, 0).
Solugao: Como limy,y)—(0,0) #32 = —o0 e e~ = 0 podemos definir f(0,0) = 0 e assim f

fica continua no ponto (0, 0).

(c) Determine a imagem de f.
Solucido: Como as curvas de nivel estdo definidas para 0 < ¢ < 1 e podemos estender f em
(0,0) aimagem de f serd [0, 1).

Verifique se € possivel definir um valor f(0,0) de modo que

cos(x? — y?)
x2 +y?

flx,y) =

seja continua em (0, 0).

Solucdo: Quando (x,y) — (0,0) temos que x> —y* - 0 ou seja cos(x2-y>) - 1. O
denominador x2 + y> — 0 logo

1
li ,Y) = — = +o0.
ooy oY) = gy = Feo

Assim ndo podemos definir f(0,0) de modo que f seja continua em (0, 0).

A fungdo f : R? — Rtal que f(x,y) = (x% — yz)e("3_y3) € continua? Justifique.
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Solucdo: Observe que as fungdes a,c : R = Re b : R - R tais que

a(x,y) = x*—y*
b(x) = e*
c(x,y) = x*—y

sdo todas continuas, pois a e ¢ sdo polinomiais e b € a fungdo exponencial. ComoR = Im, € D, =R
e a composta de fungdes continuas € uma fungdo continua, temos b o ¢ continua. Como o produto

de funcoes continuas € uma func¢ao continua, f = a - (b o ¢) € continua.
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* Griéfico de funcdo de uma e de vdrias varidveis;

* Derivada de uma fun¢do de uma varidvel e regras basicas
de derivacao;

* Regra da cadeia para fun¢des de uma varidvel;
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» Utiliza-se a regra da cadeia para funcdes de mais de uma

. variavel nos seguintes exercicios.
Regra da Cadeia &

* Nas questdes a seguir, aplica-se o teorema da fung¢do impli-

cita para determinar o plano tangente a uma superficie.

* Nos seguintes exercicios, aplica-se o teorema da fungao
implicita para calcular derivadas ordindrias e parcias de
Teorema da Funcdo funcdes dadas implicitamente;

Implicita

* Nas questdes a seguir, aplica-se o teorema da funcdo im-
plicita para determinar o coeficiente angular de uma reta

ortogonal a uma curva dada implicitamente.

» Utiliza-se o Teorema de Clairaut para discutir sobre a con-

Teorema de Clairaut tinuidade de derivadas parciais no exercicio a seguir.
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Calcule as derivadas parciais das fungoes:

@ f(x,y)=ew;

(b) g(x,y) = cos(x? +y?)

Determine o plano tangente ao grafico da funcdo f(x,y) =

Xy no ponto (2,3,6).
Calcule as derivadas parciais fy, € f,, da fungdo
fay) = (@ =y
e verifique a igualdade fy, = fyx.

Suponha que g : R — R € uma func¢ao diferencidvel e que a
reta tangente ao grafico de r = g(s) tem como equacao ¢t = 2s — 8
no ponto (5, g(5)). Calcule aequacao do plano tangente ao grafico
da funcdo f(x,y) = g(x> + y*) no ponto (1,2, £(1,2)).

Calcule o valor aproximado de (2, 012 + 2,993) utilizando
a diferencial da funcdo f(x,y) = xZ+y3no ponto (2, 3).
Determine uma aproximacao linear para a fungdo

xX+y
xX=Yy

flxy) =
no ponto (-2, 1).

Dada a funcdo f : R? — R tal que f(x, y) = x*y cos(xyn),
af

0
calcule a—f(—Z, e 8—(—2, 1) e interprete estes nimeros como
X y

inclinagdes.

Encontre uma reta normal ao grafico da funcao f(x, y) = xy
que contenha o ponto (=3, -3, 11).

Encontre a equagao do plano tangente a superficie elipsédide

definida pela equagio 2x? + 3y? + z2 = 21 no ponto (2, -2, 1).
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Dada a fungdo f(x,y) = exyz, usando a regra da cadeia,

0
determine (')_f onde x(s,7) =2 + s e y(s,t) = cos(st).
s

No problema anterior, substitua as funcoes x e y em f,
oh
obtenha h(s,t) = f(x(s,1), y(s,1)), e calcule a5
s

Comparando com o resultado obtido no problema 3.10, o que

vocé pode notar?

Se z = f(x,y) tem derivadas parciais de segunda ordem

02
continuas, e x(u,v) = u> +v2 e y(u,v) = 2uv, determine FIvh
v
62
Vocé consegue escrever 7 sem realizar cdlculos.
u

Faca o que se pede.

(i) A equacdo x> + xy + y> = 3 define implicitamente uma
funcdo diferencidvel y = f(x) tal que f(1) = 1?7 Justifique

sua resposta.
(ii) Caso positivo, calcule f’(x).
(iii) Calcule f”(1).

(iv) Faca o grifico de x> + xy + y° = 3 e estime o dominio

maximo possivel para f.

Dada a relagdao ¢** — z = 0, determine se existe uma

funcdo z = f(x, y) na vizinhanca do ponto (0, 0) tal que f(0,0) =
1. Caso exista, calcule as derivadas parciais ﬂ e ﬂ
ox Jdy

Encontre o plano tangente a superficie definida por

x2

9 1

N

2

<

=3

(@)
t\)|:\1
(9

_l_
no ponto (3,4, -5).

Encontre uma reta ortogonal a curva definida implicita-

mente pela funcao

3x%y +sen(2y) = x
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em (0,0).

Mostre que a curva y(t) = (e‘6’, e8t ) ¢ ortogonal a todas
as curvas de nivel da fungao

f(x,y) =10 - 3x* — 4y?
Interprete este fato geometricamente.

Determine as equacodes das retas que sejam ortogonais a
elipse
x*+3y? =3

¢ paralelaaretax —y =7.

Seja f : A ¢ R? — R de classe C2. Se A for um conjunto
aberto, o que podemos afirmar sobre as derivadas parciais de

segunda ordem de f?

Determine o ponto do plano x+2y —z = 4 que se encontra

mais proximo da origem.
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Ao calcular a derivada parcial em rela-

¢do a x, considere y constante e vice-versa.

Utilize a férmula para o cdlculo do
plano tangente.

Calcule a derivada parcial de f em re-
lacdo a x (considerando y constante) e em
seguida derive f, em relacdo a y (conside-

rando x constante) e vice-versa.

A partir da reta tangente ao grafico de g
encontre g(5) e g’(5) em seguida determine
a equacao do plano tangente.

Utilize o diferencial de uma fun¢do z =
f(x,y) abaixo

dz = fx(x, y)dx + fy(x, y)dy.

E faca a aproximacao linear

f(x,y) = f(a,b) +dz.

Use a equagdo do plano tangente.

Calcule cada derivada parcial de f,
substitua no ponto dado e faca a interpretacao

da inclinag@o nos seus respectivos planos.

Utilize o vetor gradiente para determi-
nar a reta normal ao grafico de f.

Utilize o vetor gradiente para determi-
nar o plano tangente a superficie do elipséide

no ponto dado.

34

Utilize a equagdo da Regra da Cadeia
(Caso II). Desenhe o diagrama em arvore para
facilitar os cdlculos.

Apés substituir x e y em f, derive
parcialmente a funcdo A(s,t) em relacdo a s.

Faca diagrama em darvore para faci-
litar o uso da equagdo da regra da cadeia e
tenha bastante atencdo ao realizar o célculo
da derivada de cada termo.

Utilize o teorema da fun¢do implicita
para mostrar que a equacao define implicita-
mente uma funcido y = f(x) e em seguida
use a formula da derivacdo implicita para en-

contrar a derivada.

Verifique a continuidade das deriva-
das parciais e utilize o teorema da funcao
implicita para mostrar que existe uma fun¢ao

Z = f(x,y) na vizinhanca do ponto dado.

Verifique através do teorema da fun-
cao implicita se F'(x, y, z) € diferencidvel em
(3,4,-5). Em seguida, caso seja diferencia-
vel, utilize o vetor gradiente para determinar

o plano tangente no ponto.

Use o vetor gradiente para determinar
a equacao da reta ortogonal 4 curva no ponto
dado.

Determine o gradiente de f e em se-
guida faca a composta do gradiende V f com

acurva y(t).



Encontre o vetor diretor da reta dada Utilize a defini¢do de funcdo de classe
no problema e lembre-se que o vetor gradi-  C? e use o Teorema de Clairaut.

ente é ortogonal a curva em todo (x,y) tal
que F(x,y) = 0. Encontre a fungdo f(x, y) que corres-
ponde a distincia da origem a um ponto do

plano.
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Calcule as derivadas parciais das fungdes:

Xty
@ f(x,y) =ex;
Solucao: Temos

ﬁ_f(x )—e%i x+y\ xty =2y

ErA Ax \x—y) (x — y)2
e

of xy 0 [(x+y xty 22X

01 =2 (23] 5

dy dy \x—y (x = y)?

(b) g(x,y) = cos(x* +y?).
Solucdo: Temos

Z—g(x, y) = —sen(x2 + yz)(,)i(x2 + yz) = —sen(x2 + y2)2x
X X

a—g(x, y) = —sen(x2 + yz)i(x2 + y2) = —sen()c2 + y2)2y
Ay dy

Determine o plano tangente ao grafico da funcdo f(x,y) = xy no ponto (2, 3, 6).

Solucio: Temos %(x, y)=ye %(x, y) = x. Assim %(2, 3) =3¢ ’;—5(2, 3) = 2. Da equacdo
0 0
z-f(2,3) = —f(2, 3(x-2)+ —f(2,3)(y -3)
ox 0y

obtemos
z-6=3(x-2)+2(y-3)
ouz=3x+2y-—6.

Calcule as derivadas parciais f,, ¢ f,, da fungdo

fxy) = (2 = y2)e™ ™)

e verifique a igualdade fyy, = fyx.

Solucao: Para avaliar a variacdo de f na direcdo x, devemos olhar para y como sendo uma
constante. Assim,

9 :
fx(X, y) = —af (x, y) = 2xe(x3_y3) + (x2 _ y2)e(x2—y3)3x2
X

= (Bx*=3x%y% 4+ 2x)e(x3_y3)
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Analogamente,

0
fr(xy) = %(x,y) = —2ye™ ) 4 (62— yD)e ) (=3y?)

GBy* = 3x%y% = 2y)e™’ )

Do mesmo modo

af
dy
= (=62 + (Bx* - 3x%)% 4+ 2x)(=3yD)e )
= (-9x*y? + ox?y* —6x%y - 6xy2)e(x3_y3)

Froy(x,y) ((3x4 - 3x2y2 + 2x)e(x3_y3))

and

a —
Fuln) = L (Gy* - 3257 -2 )
= (=6xy%)e™ ) + (3y* — 3x%y? - 2y) (31D )

= (—9x*y? + 9x%y* — 6x%y — 6xy2)e(x3_y3)

Portanto fyy = fyx.

Suponha que g : R — R é uma funcao diferencidvel e que a reta tangente ao grafico de
t = g(s) tem como equagdo t = 2s — 8 no ponto (5, g(5)). Calcule a equacao do plano tangente ao
grifico da fungdo f(x,y) = g(x> + y?) no ponto (1,2, £(1,2)).

Solucio: Como areta tangente ao grafico de g noponto (5,g(5))ét = g’(5)(s—5)+g(5) = 2s-8
obtemos g’(5) =2 e g(5) =2.5 -8 =2. Temos

9 ,
—af (x,) = g’ (x* + y*)2x
X

a ’
a—f(x, y) =g (x* +yH)2y
y
Portanto
f(1,2) = g(1> +2%) = g(5) =2
a—f(1,2) =g’ (1 +2%)2.1 = 2¢/(5) = 4,
o0x
c

‘3—5(1, 2) =g (12+2%)2.2=4g"(5) =8

Como a equagdo do plano tangente a f em (1,2, f(1,2)) é

z=f(1,2)+ 8—f(1, 2)(x-D+ é)—f(l, 2)y-2)
0x dy
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teremos
z=2+4(x-1)+8(y-2)

ou
z=4x+ 8y —18.

Calcule o valor aproximado de (2, 012 +2,993) utilizando a diferencial da funcdo f(x,y) =
x% + y3 no ponto (2, 3).

Solucdo: Vamos aproximar
(2,017 +2,99°) = £(2,3) + df(2,3)(2.01 —2,2.99 - 3).

Como fy(x,y) =2xe fy(x,y) = 3y2 teremos f(2,3) =4 +27 =31, f(2,3) =4e f,(2,3) =27,
teremos
df (2,3)(h, k) = fx(2,3)h + f,(2,3)k = 4h + 27k,

ou
df(2,3)(0.01,-0.01) =4 x0.01 + 27 x (-0.01) = -0.23,

Portanto
(2,012 +2,99%) ~ 31 — 0,23 = 30, 77.

Determine uma aproximacao linear para a fungao
X+y
X=Yy

flx,y) =

no ponto (=2, 1).

Solucdo: Inicialmente, vamos determinar as derivadas parciais de f no ponto (=2, 1). Temos

L
ax Y T Gy
(¥
& ey = —2
ox 24 _(x—y)z'
Assim 1
f(—2,1)=§,
of 3 —_2
a(_z’l)_ 9
© of 4
a—y(—z,l):?.
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Entao a aproximagao linear g da funcdo f €

1 -2 —4
g, y) =f(=2 D+ fx (-2, D(x+2) + (-2, )H(y - 1) = 37t ?(x +2) + j(y - 1)

ou
4

0 0
Dada a funcgao f : R? > R tal que f(x,y) = x2y cos(xyrn), calcule a—f(—2, 1)e a—f(—2, 1)
X Yy

e interprete estes nimeros como inclinacoes.

Solucio: Temos,

g—i(x, y) = y[2x - cos(xym) — x> - yrsen(xym)].

Assim,

Z_{C‘(_Z, 1) = =4 - cos(—2n) — 4nsen(—2n) = —4.

Considere g(x) = f(x,1) = x?>cos(xmr). Entio g’(x) = 2x cos(xy) — x*zwsen(x7), assim g’ (-2) =
—4. Logo %(—2, 1) € a declividade da reta tangente ao grafico de g(x) = f(x, 1) no ponto x = —2.
Similarmente,
0
a—f(x, y) = x2- [cos(xym) — yxmsen(xym)].
y
Assim,

%(—2, 1) =4 - [cos(—2n) + 2msen(—2n)] = 4.

Por outro lado A(y) = f(=2,y) = 4ycos(—2ynr). Assim h’'(y) = 4[cos(—2yn) + 2ynsen(—2yn)] e
h'(1) = 4. Logo g—’;(—2, 1) € a declividade da reta tangente ao grafico de A(y) = f(-2, y) no ponto
y=1.

Encontre uma reta normal ao gréifico da fun¢ao f(x,y) = xy que contenha o ponto
(=3,-3,11).

Solucdo: Seja F(x,y,z) = z — xy. Entdo VF(x,y,z) = (—y,—x,1). A reta r(¢) normal ao
grafico de f pelo ponto (x, y, xy) €

rt) = (x,y,xy) +tVF(x,y,xy) = (x,y, xy) +t(—=y,—x, 1) = (x —ty,y —tx, xy +1).

Se o ponto (=3, -3, 11) pertence a reta teremos o sistema

x—ty = =3
y—tx = -3
xy+t = 11
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Substituindo na tltima equacio obtemos ¢ = 11— x2. e voltando a primeira obtemos x — (11 —x?)x =
-3, 0u x> — 10x + 3 = 0. Uma solugdo é x = 3. Entdo y = 3 e a equacgdo da reta normal ao grifico
pelo ponto (3, 3,9) é

r(t) =(3-3t,3-3t,9+1).

Entdo r(2) = (-3,-3,11). Observe que existem duas outras solugdes.

Encontre a equagdo do plano tangente a superficie elipséide definida pela equacio 2x? +
3y% + z2 = 21 no ponto (2, -2, 1).

Solucdo: Seja F(x,y,z) = 2x% + 3y% + z2. Entio VF(x,y,2) = (4x,6y,27) e VF(2,-2,1) =
(8,—-12,2). A equagdo do plano tangente no ponto (2,-2,1) é
0=(x-2y+2,z-1).VF(2,-2,1) =(x—-2,y+2,z-1).(§,-12,2)
de onde 8(x —2) — 12(y +2) +2(z — 1) = 0 de onde

4x — 6y +z = 21.

0
Dada a fun¢do f(x,y) = exyz, usando a regra da cadeia, determine G_f’ onde x(s,1) =
s

?+s’e y(s,t) = cos(st).

Solucao: Seja h(s,t) = f(x(s,1),y(s,t)). Entdo

g—{:(s, 1) = %(S, 1) = %(X(S,t),y(s, t))(;—); + Z—J;(X(& 1), y (s, t))%

come of 2 i OF z
SN =ye e 5()”) = 2xye™
teremos 6f ) ) e eoen
a(x(s, 1), y(s,t)) = cos(st)e
e
%(x(s, £, y(5,1)) = 25 + 5?) cos(s)e 7 o0
de onde
%(s, 1 = (cosz(st)e(’zﬂz)Cosz(s’)) 2s + (2(t2 + 5%) cos(st)e(’2+s2)°052(”)) (—t sin(st))
= 2cos(st)e*+s?)cos’(s0) (s cos(st) — t(t* + s?) sin(st))
No problema anterior, substitua as fungoes x e y em f, obtenha h(s, 1) = f(x(s,1), y(s,1)),

e calcule a5
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Comparando com o resultado obtido no problema 3.10, o que vocé pode notar?

Solucao: Temos
h(s,t) = f(x(s,1), (5,1)) = F(£* + 52 cos(st)) = e +s)eos’sn),

logo
g_?(s, [) — e(t2+52) Cosz(st)%((tZ + SZ) COSz(St))

= P+ cos’(s1) (2s cos?(st) — (t* + s%)2 cos(st) sin(st)t)

2 cos(st)e*+s?) cos’(st) (s cos(st) — t(2 + 52) sin(st))

oh _ Of
Logo 3 = 35

Se z = f(x, y) tem derivadas parciais de segunda ordem continuas, e x(u, v) = u”> + v> e
2 82
y(u,v) = 2uv, determine 52" Vocé consegue escrever ) sem realizar calculos.
1 u

Solucio: Temos
Gf _GhoE  OfEy

dv  dxdv  dy dv

Pf _ 0 (d50x of oy
ov? dv \dxdv  dy dv

O (9x\*, &f dxdy ofPx O dxdy O (9y)* 9f &y
0x2 \dv dydx dv dv ~ dx 0v:  9xdydv v  0y? \dv dy 0v?

P) 2
Como £ =2y, gi = 2u, 92 = 2¢ 9 _ () obtemos

ov? v

2 2 52 2 2
of 420—f+4 v( of 8f)+428—f+2—f
a2 0x? (9y6x 0x0y 0y?  Ox

Devido a simetria de x(u, v) = x(v,u) e y(u,v) = y(v, u) obtemos

2 2 2 2 2
O _ 429 4 (af ‘9f LR L
u? 0x? dyox (9x6y dy? 0x

Faca o que se pede.

(i) A equacio x> + xy + y> = 3 define implicitamente uma fungio diferencidvel y = f(x) tal que

f(1) = 1? Justifique sua resposta.

(ii) Caso positivo, calcule f’(x).
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(iii) Calcule f’(1).

(iv) Faga o grifico de x> + xy + y3 = 3 e estime o dominio maximo possivel para f.
Solucao:

(i) Seja F(x,y) = X+ Xy + y3 — 3. Temos F(1,1) = 0 e como

oF

—(x,¥) = x +3y?
dy

também ‘?9—';(1,1) = 4 # 0. Logo localmente estd bem definida y = f(x) com f(1) = 1 e
F(x, f(x)) =0.

(ii) Como
OF i3y =3+
0x
obtemos
P S EwwyY) 3+ f(x)
g—l;(x, y) X + 3f(x)2
(iii) De (ii) segue
o 3tr)
Fi)= 1+3f(1)2

(iv) Do grafico abaixo parece correto afirmar que o dominio de f é R.

Dada a relagdo e*’* — z = 0, determine se existe uma fun¢do z = f(x, y) na vizinhanga

0 0
do ponto (0, 0) tal que f(0,0) = 1. Caso exista, calcule as derivadas parciais 0—f e a—f
X y
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Solucdo: Seja F(x,y,z) = ¢ — z. Entdo F(0,0,1) =1 -1 =0 e como
F
_(x’ y’ Z) = xyexyz - 1
0z

temos %—Z(O, 0,1) = =1 # 0. Logo fica bem definida a funcdo diferencidvel z = f(x,y) com

F(x,y, f(x,y)) = 0. Entdo
6Z __Fx(x’yaz) _ yzexyz

5 B F.(x,y,2) B xye*yz — 1

oz Fy(nyz)  xze™*
0y B F,(x,y,2) B xye¥: — 1

Encontre o plano tangente a superficie definida por

2 2 2

X y Z
— ===
9 16 25
no ponto (3,4, -5).
Solucdo: Seja
2y 2
F = — s
(y2)=g+igtys 3

A equacido do plano tangente a superficie definida por F(x,y,z) = 0 em (xo, yo, Z0) pode ser dada
por

F oF oF
—— (X0, Y0, 20) (x — x0) + —— (X0, Y0, 20) (Y — Y0) + —— (X0, Y0, 20)(z — z0) = 0.
ox dy 0z

Para que isso ocorra F'(x, y, z) precisa ser diferencidvel em (xo, yo, 20) com VF (xq, yo, 20) # O.
Temos que verificar:

i) F(3,4,-5) =0
OF(x,y,2) _2x 0F(xy,2) _y O0F(xy,2) _ 2z

ii) As derivadas parciais I 9 3y =3 e oz =55 sdo continuas e
21 2
VF3,4,-5) =(5,=,—— 0,0,0
( )= (35735 #( )

Com isso concluimos que existe uma plano tangente em F' = 0 no ponto (3,4, —5). Portanto pela
equacdo do plano tangente temos

2 1 2
Sx =3+ 5(-H -2 (=5) =0

ou

2 12
—x+-—y——=z=06.
3* T 3Y T 5%
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Encontre uma reta ortogonal a curva definida implicitamente pela funcio
3x%y +sen(2y) = x

em (0,0).
Solucdo: Seja F(x,y) = 3x%y + sen(2y) — x.

i) Temos F(0,0) = 0.

F F
ii) 8— =6yx—1le 8— =3x + 2cos(2y) sao fungdes continuas.
0x oy
oF oF
iii) —(0,0) =2, ou seja —(0,0) # 0
dy dy

Entdo fica bem definida uma curva y(¢) = (¢, f(¢)) tal que F(t, f(¢)) = 0. Desta forma temos
que a reta ortogonal serd dada por
P(1) =(0,0) + AVF(0,0).
Como VF(0,0) = (-1, 2) obtemos
(x,y) =(0,0) + 21(-1,2)
¢ a reta ortogonal a y(¢) em (0,0), ou seja x = -4, y = 24. De outro modo

y+2x =0.

Mostre que a curva y(t) = (6‘6’, e‘8’) € ortogonal a todas as curvas de nivel da funcao
f(x,) = 10 - 3x* — 4y?
Interprete este fato geometricamente.
Solugdo: Temos que y'(r) = (~6e®, —8¢™™) e Vf(x,y) = (-6x,-8y). Logo Vf(y(1)) =

Vi (e, e ¥) = (=6e7%, —8e73") = y/(¢). Entdo Vf(y(¢)) tem a mesma dire¢io de y’(¢). Como
V f € ortogonal as curvas de nivel, entdo y’ € ortogonal as curvas de nivel de f.

Interpretacao Geometrica A curva vy € tal que vai cruzando as curvas de nivel de f ortogonal-
mente, como o grafico mostra.
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(X . 1 V")(fu) E VF(JIT[;, Z/u)
05 YO

%

Determine as equagdes das retas que sejam ortogonais a elipse

x2+3y2:3

¢ paralelaaretax —y =7.

Solucao: Podemos escrever x — y = 7 como
(x,y) =(0,=-7) + A(1, 1).

Entado o vetor diretor da reta € (1,1). Seja F(x,y) = 52 ok 3y2 — 3. Como VF(x,y) € ortogonal a

elipse em todo (x, y) tal que F(x,y) = 0, deveremos ter
VF(x,y) = 2(1, 1)
ou seja (2x,6y) = (4, 1). Entdo 2x = 4 = 6y ou seja x = 3y. Resolvendo o sistema

x=3y =
%2 +3y? = 3

encontramos 0s pontos (%, %) e (—%, —%). Logotemosasretasx —y=1lex—y =—1.

Seja f : A ¢ R? = R de classe C2. Se A for um conjunto aberto, o que podemos afirmar

sobre as derivadas parciais de segunda ordem de f?

Soluciio: Pela definicdo, uma funcio f é de classe C? em um conjunto aberto A se f é continua

em A, e suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem existem e sido continuas em A. Logo
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podemos afirmar sobre as derivadas de segunda ordem de f que elas existem e sdo continuas em A.

Entao as derivadas mistas de f coincidem. No caso

o’f _ 9*f
6x1c9x2 B (9)628)61.

Determine o ponto do plano x + 2y — z = 4 que se encontra mais préximo da origem.

Solucio: O quadrado da distancia da origem a um ponto do plano é dado por
D(x,y,2) =x" +y’ + 2.
Como o ponto estd sobre o plano z = x + 2y — 4, logo podemos escrever
f,y) =D(x,y,x+2y —4) = x>+ y> + (x + 2y — 4)%.

No ponto de minimo f, = f, = 0 logo

2x+2(x+2y—-4) = 0
2y +4(x+2y-4) = 0
ou
x+y = 2
2x+5y = 8.

A solugdo deste sistema é x =2/3 e y = 4/3. O ponto do plano mais préximo da origem é

242 4 24 2
P=(z5,2+2--4)=(5,=,—2).
333 3 33 3
Poderiamos verificar que o ponto P € um ponto de minimo, mas da geometria do problema sabemos

que apenas esta situacdo pode ocorrer.
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Caleulo |l

Intearais mualktiplas

/ - /.
TS picos aBOrdados NOs exerdcios.
Topicos 61 * Teorema de Fubinni para integrais multiplas;
Métodos e Técnicas 62 * Mudancga de varidvel em integrais multiplas.
* Cdlculo de integrais duplas e triplas;
Enunciados 64
* Definicao de integrais duplas e triplas;
Itz o * Mudanga de ordem de integragdao em integrais multiplas.
Respostas 68 o N
Conteldos essenciais para resolugdo dos
exercicios.

* Teorema Fundamental do Célculo para fungdes de uma
variavel;

Integral de fungdes de uma varidvel em um intervalo fe-
chado;

Coordenadas polares;

Coordenadas cilindricas;

¢ Coordenadas esféricas.
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* Nas questdes abaixo, utiliza-se o teorema de Fubinni para

calcular as integrais multiplas de forma iterada.

Teorema de Fubinni.

* Nas questdes abaixo, aplica-se a ideia de inversao de ordem

de integracao.

* Nas questdes abaixo, usa-se a mudanca de varidveis para

coordenadas polares para resolver as integrais multiplas;

* No exercicio abaixo, faz-se uso da mudanca de varidveis

para coordenadas esféricas para resolver a integral multipla;
Mudanca de Varidveis

* No problema abaixo, utiliza-se a mudanca de varidveis para

coordenadas cilindricas para resolver a integral multipla.
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Calcule a integral dupla

2 3
f f y3dydx
0 0

Seja o retangulo A = {(x,y) : 1 < x < 2,0 <y < 1}.

Calcule

f f(x, y)dxdy,
A
sendo f(x,y) = x sen(my).

Inverta a ordem de integracao:

fl (l f(x,y)dy)dx
1 x
fo ( f 2 f(x,y)dy)dx

Calcule ffyzdxdy onde C = {(x,y) € R2x2+y? < 1,

c
y>xex >0}

(a)

(b)

Troque a ordem de integrac@o na integral iterada

3 6—y

[T [ sy
0 y—6

Esboce o dominio de integracao.

Calcule a integral tripla

fffyz cos(xs)dV,
R

onde R ={(x,y,2)|[0 <x <n/2,0 <y <2x,2x <z<3x}.
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Calcule a integral tripla

([

R
onde R é limitado pelos cilindros parabélicos y = 2x% e x = 2y?

e pelos planos z = 0 e z = x + y. Faca um esbogo de R.

Calcule a integral
2 V2x—x2
f f A x2 + y2dydx
0 Jo

Calcule a integral mudando para coordenadas esféricas

1 \/l—y2 \/1—)(2—y2
f f (x*z + y?z + 2)dz dx dy
-1 J=A1-y2 J-Af1-x2-y2

Esboce o dominio de integracdo.

Duas esferas de mesmo raio R se interceptam de modo
que o volume da interse¢do € metade do volume de cada esfera.
Mostre que a distancia D entre os centros das duas esferas satisfaz
D/R = A onde

2 2
1 =2V3sen (?ﬂ) — 2cos (?ﬂ) .
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Use o teorema de Fubini.

Considere a regido retangular e utilize o
teorema de Fubini..

Para a inversdo da ordem de integracdo
sugere-se que se esboge a regido preliminar e a
partir de sua andlise, defina-se a nova ordem de

integracao.

m Analise a regido de integracao e faca a subs-

tituicdo de varidvel x = senu.

Esbocge a regido correspondente a integral
preliminar e a partir da andlise da regido, troque a
ordem de integragdo. Observe que se pode somar

n areas para se obter uma 4rea resultante.

m Utilize o teorema de Fubinni.

51

Esboge aregido tridimensional, analise
as equacgOes dadas para encontrar os limites
de integracdo e em seguida use o teorema de
Fubinni.

m Esboce a regido, utilize coordenadas
polares e em seguida use o teorema de Fu-

binni.

m Utilize coordenadas esféricas para faci-
litar os cdlculos do problema. Use o teorema
de Fubinni e se possivel esboge a regido em

questao.

Tente realizar uma analise geométrica
esbocando uma se¢do de uma intersecao de
duas esferas de mesmo raio. Faca suas consi-
deragdes a partir da anélise geometrica. Uti-
lizar coordenadas cilindricas para a resolugao

da integral pode ajudar.



Calcule a integral dupla
2 3
f f y3dydx
0 0

Solucio: Temos
2 3 2 3 2r.473
81
f f y3dydx :f (f y3dy) dx :f [y_] dx = —[x]% =
0o Jo o \Jo o L4 4

Seja o retangulo A = {(x,y) : 1 < x <2,0 <y < 1}. Calcule

f f(x, y)dxdy,

A

sendo f(x,y) = x sen(my).

Solucao: Temos

flz dx fol x sen(my)dy = flz xdx [_W]é

I fCx, y)dxdy
A

2 2 _1[.212_ 3
flxdx;—;[x]l—;

Inverta a ordem de integracao:

fl (l f(x,y)dy)dx
1 X
fo ( f 2 f(x,ymy)dx

Solucao: (a) Abaixo estd o esbogo da regido de integracdo R. No caso

(a)

(b)

R={(x,y):1 <x<eln(x) <y<x}

Como Ine = 1 o segmento BD € horizontal. De y = In(x) obtemos x = ¢”.
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0.5

Y=Xo

-0.5

Podemos descrever o dominio R (invertendo os papéis entre x € y) como uma unido de dois conjuntos:
R={(x,y):0<y<L,1<x<e}U{(x,y):1<y<ey<x<el

Assim ao trocar a ordem de integracao ficamos com uma soma de integrais:

e X 1 e¥ e e
| ( f(x,y)dy)dx: [ ( [ f(x,y>dx)dy+ | ( | f(x,y)dx)dy-
1 In x 0 1 1 y

(b) Abaixo estd o esboc¢o da regido de integracao R. No caso
R={(x,y):0<x<1x*<y<ux).

12

1
0.8
0.6
0.4

0.2

0

y=x -02

-0.4

De y = x? obtemos x = 1/y. Podemos descrever o dominio

R={(xy):0<y<Ly<x<+yl

fol (f;f(x,y)dy)dx:£1<wa(x,y)dx>dy

53
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Calcule ffyzdxdy onde C = {(x,y) e R*x>+y> < 1,y>xex>0).
C

Solucio: Abaixo estd o esboco do conjunto C. Observe que o ponto I = (V2/2, V2/2). Também
de x% + y?> = 1 obtemos y = V1 — x2. Podemos descrever C como:

C={(xy):0<x<V2/2,x<y<V1-x2}.

0.8

0.6

0.2

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

-0.4

Entao

f\/E/Z dx Lm

oY) 371 V1-x2
0 0 dx[ ]

yidy = 5

ff y2dxdy

c

X

fo‘ﬁ/z dx [(\/W)S—x3 ]

Mas fazendo x = senu na integral abaixo, dx = cosudu e 0 < u < n/4:

V2/2 /4
f (V1 = x2)%dx = f cos* udu
0 0
Considerando que cos*u = 2 + %22”) + % obtemos

/4
%f cos* udu = % [(B/8)u + (1/4) sen(2u) + (1/32) sen(4u)]
0

7(/4:137T+8
0 3 32

Também
V2/2

1f\/§/2 3d 1x4 1
= x’dx == |— =—
3 Jo 314, T8

Finalizando teremos
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Troque a ordem de integrac@o na integral iterada

3 6—y
f dy f(x, y)dx
0 y

—6

Esboce o dominio de integragdo.

Solucao: Observe que a regido de integracdo € limitada pelasretas y =6 —x,y = x+ 6,y =0,

y=3.

Teremos que dividir a regido em trés partes para trocar a ordem de integracao. Logo

Jody [T peaydx = [ dx [0 rCeyydy + [ dx [ fxy)dy
+f36 dx fOG_x f(x, y)dy

fffyz cos(xs)dV,
R

onde R = {(x,y,2)|0 < x <7m/2,0 <y <2x,2x < 7 < 3x}.

Calcule a integral tripla

Solucao: Temos que

[JJ yzcos(x>)dV
R

foﬂ/z cos(x7)dx fozx ydy f;xx zdz

2
i cos) [ 5] [5]s a

/2 5y 4x2  9x2—4x>
Jo " cos(x®) B (B52)dx

= fon/z cos(x?)5x*dx

[ sen(x5)] g/z

5
sen(35).
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Calcule a integral tripla

[

R
onde R ¢ limitado pelos cilindros parabélicos y = 2x? e x = 2y” e pelos planos z = 0 e z = x + y.

Faca um esboco de R.

Solucdo: Temos que a intersecdo das curvas y = 2x> = 2(2y?)> = 8y*deonde y =0e y = %
Entiox =0ex = %

Logo

fo% xdx fzf ydy fox+y dz

= f()% xdx fzf(x + y)ydy
N
3]2x22 dx

_ 6 _ 8.7
= fO [4x + 12xz 2x 3x]dx

gfxde

Calcule a integral
2 V2x—x2
f f A/ X% + y2dydx
0 Jo

Soluciio: A regido deintegragio é o semicirculo de raio 1 e centro (1, 0), de equagio (x—1)2+y? =

1,y > 0. Escrevendo a equagdo do circulo em coordenadas polares temos (r cos 6—1 )2+(rsend)? = 1
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de onde r(r —2cos ) = 0. Em coordenadas polares o semicirculo pode ser descrito por 0 < r <
2c0s0,0 < 0 < 7, veja o grifico:

r=2cosf

Entao

7 Y W+ 2 dydx

f0§ do 02C050 rldr
f% do [%,3]20059
0

= I

= fo %cos@(l— sen?6)do

(]

% cos? 0do

(S}

Vs
_1 3p|2
[sené’ 3 sen 0]0

wW|oco

o=

Calcule a integral mudando para coordenadas esféricas

1 \/1—y2 \/l—xz—y2
f f f (xzz + y2z + z3)dz dx dy
-1 _\/1_),2 _\/l_xz_yz

Esboge o dominio de integracao.

Solucao: Os limites da regido de integracdo sdo dados por z = im, logo x?+y*+72 =
1. Como a projecao no plano xy é dado por x = im e -1 < x < 1, temos o disco
x> + y? = 1. Portanto a regido de integracdo e a esfera sélida de raio 1. Logo em coordenadas
esféricas x = r sen¢ cos 6, y = r sen¢ senf e z = r cos ¢ de onde obtemos

2

xz+yzz+z3:(xz+yz+z2)z:r2

3

.Fcos¢ =r-cos ¢
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de onde

2

1 1—y2 1—x2—
= f—l f_\/ l_yy2 f\\//l_xxz_yyz(xzz +y%z + 2°)dz dx dy

fol Ozn fon r3 cos ¢.r* seng dep d6 dr

S 5 [T oL sen(2¢) dg d6 dr

fol OZN%rS [_% cos(2q§)];r do dr
= 0.

O dominio de integragao tem gréafico:

Duas esferas de mesmo raio R se interceptam de modo que o volume da intersecao é
metade do volume de cada esfera. Mostre que a distancia D entre os centros das duas esferas satisfaz
D/R = A onde

2 2
1 =2V3sen (?ﬂ) — 2cos (?ﬂ) .

Solucdo: Veja abaixo uma se¢do de uma intersecdo de duas esferas de mesmo raio:

Podemos calcular o volume da lente abaixo e duplicar para encontrar o volume da interse¢ao:
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D/2

Vamos utilizar coordenadas cilindricas. O raio da base da lente é /R? — DTZ. Seja R aregido no plano

xytalquex2+y2$R2—DTz. OUOSI’S\/RZ—DTZGOSHSZJT. Entdo 2 < z < /R?—x2 - )2

Em coordenadas cilindricas teremos que o volume V' da intersecdo serd

2)
v o= 2[7a0 [V rar o' dz

2 (27 a0 [V (VR - 2) rar

0

RZ_D_2

3 p 2] 7
0

221 [—% R? — 12
= (% -DR*+4R%).
Como V € metade do volume da esfera de raio R teremos

D’ DR2+4R —2R3
{12 3t =37

de onde fazendo x = D/R teremos
x> —12x+8=0.

Usando a formula de Euler temos que

2 2
4 cos’ (6”) — 3 cos (5”) + > =0
Segue de
2 2
1=2V3 sen(?ﬂ) - 2COS(§)

e da féormula acima que

A3 =243 sen (2/97) —8—24 cos (2/9n)
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ou seja A satisfaz a equacio x> — 12x + 8 = 0. Esta equagio tem uma tnica raiz entre 0 e 1 e como
0 < 4 < 1 segue o resultado.

60
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Caleulo I

AplicagS es

TS picos arordados NOs exeraicios.

Tépicos

Métodos e Técnicas

Enunciados

Dicas

Respostas

61

62

64

67

68

* Méaximos e Minimos de uma funcdo de duas vérias varia-

veis;
* Teorema do Valor Extremo e o Teste da Segunda Derivada;
* Regra da Cadeia e Diferenciais;
* Cilculo de Area por Integragio Miiltipla;
* Cilculo de Volume por Integra¢dao Miiltipla;

e Massa, Centro de Massa e Momento de Inércia.

ContelGdos essenciais para resolugedo dos
exeralios.

* Geometria Espacial;

e Trigonometria;

Derivadas Parciais;

Cdlculo de integrais duplas e triplas: Teorema de Fubinni;

* Inversdo da Ordem de Integragao.
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* Nos exercicios abaixo, utilizamos a regra da cadeia para

Regra da Cadeia e calcular derivadas parciais de funcdes compostas.
Diferencial

Derivada Direcional * No problema abaixo, utiliza-se o fundamento de produto

escalar para o cdlculo da derivada direcional.

Teste da Segunda * Nas questdes abaixo, verificamos a existéncia de maximos e

Detivada minimos absolutos utilizando o Teorema do Valor Extremo.

« Utiliza-se o Teorema de Fubinni para calcular as integrais

que determinam o volume de um sélido.

Teorema de Fubinni
* Nos exercicios que se seguem, usa-se o Teorema de Fubinni

no cdlculo de integrais que determinam massa, centro de

massa e momento de inércia de regides e solidos.
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* Nas questdoes abaixo utilizamos a mudanca de varidveis
para coordenadas polares no cdlculo de massa, area ou de
volume de sélidos.

Mudanga de varidveis:

Coordenadas Polares e
Cilindricas * Na questdo abaixo, utiliza-se a mudanca de varidvel uti-
lizando as equacdes de parametrizacdo do elipsdide para

calculo do volume.
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Verifique que
1 1
u(r,t) = =F(r—ct) + -G(r + ct)
r r

€ solucdo da equacdo de onda tridimensional

8% (ru) B Czaz(ru) _
or? or?

onde r = \/x2+y2+z2¢éoraio,totempoe F,G : R - R
funcoes diferencidveis pelo menos duas vezes.

0

O volume V do sdlido interior a uma superficie elipsdide

do R3 definida pela equagio

4
eV = gﬂabc. A partir da superficie de equacio 4x2 +9y? + 7> =
100 na direcdo normal externa construimos um sélido de espes-
sura 0,01. Usando o diferencial da fun¢ao volume apropriada

estime o volume aproximado deste sélido.
A temperatura sobre uma chapa plana é dada pela funcao
2_\,2
T(x,y)=e""".

No ponto A = (1,—1) em que direcdo v a temperatura decresce
de forma mais rdapida? Qual a derivada direcional de 7" no ponto
A e na diregdo de v?

Estude com relagdo a maximos e minimos locais a fun¢do
f(x,y) = x> +2xy + y> —5x

Um fabricante produz dois tipos de liga nas quantidades x

e y toneladas, respectivamente. Se o custo total da producdo é

expresso pela fun¢io C(x, y) = x>+ 100x + y?> — xy e a renda total

é dada pela funcio R(x,y) = 100x — x> + 2000y + xy, encontre

o nivel da producao que maximiza o lucro.
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Faca um esboco e calcule o volume do conjunto

B={(x,y,20) eR}1<x<20<y<lx+y<z<x+y+2}

Considere a lamina definida pelo quarta parte do disco
x2 + y2 < 1 que pertence ao primeiro quadrante. Determine o
centro de massa da lamina, se a densidade em qualquer ponto for

proporcional a distancia do ponto ao eixo x.

Calcule a area daregidoentreacurvar = 6,0 < 0 < m;r =
2n—0;mr <@ <2meacurvar =20,0<0<mr=4n-20;n <

6 < 2n. Esboge a regido.

Uma lamina plana € formada pela regidao R do primeiro
quadrante entre os circulos x> + y2 = le x> +y2 = 9. A
densidade da ldmina em um ponto (x,y) € x + y. Encontre a
massa da lamina. (Sugestdo: Use coordenadas polares).

Encontre a area da regido R entre as curvas r = 2+ sen36

er =4 —cos36. Esboce a regiao R.

Encontre a area da regidio no interior do circulo x> + (y —

2)? = 4 e no exterior do circulo x> + y? = 4.

Determine o volume do sélido dentro da esfera x> + y? +

72 = 1 e acima da superficie z = tg (x + y?).

Encontre o volume do sélido limitado pelo paraboloide
y =x2+z>eoplano y = 10.

Encontre o momento de inércia

f f f (x> + y*) p(x, y, 2)dxdydz
R

em relac@o ao eixo z do cone sélido R = {(x, y,2) : Vx% + y2 <

z < 10}, com densidade constante 1.

Calcule o volume do sélido obtido pela intersecao dos
cilindros sélidos y> + z> < 1 e x2 + z> < 1.
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LR R Encontre o volume do elipséide

2y P

—+-+5 <L

a b- ¢
Sugestao: Use coordenadas x = ar cos ¢ cos 6, y = br cos ¢ send,
Z = cr seng.
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Encontre ru(r,t) e derive com relacdo as
varidveis r e t. Em seguida, analise, organize, e

compare com a equacao diferencial dada.

Com o auxilio dos dados da questdo, dife-
rencie a equacdo do volume, analise e encontre o

volume do sélido.

Use a férmula da derivada direcional, do

vetor gradiente e de sua norma.

Utilize o teste da segunda derivada. Lembre-
se da fung¢ao Hessiano.

Utilize o teste da segunda derivada.

A partir daregidao dada em questao, encontre
os limites de integragdo e, para determinar seu
volume, utlize o teorema de fubinni para resolver
a integral tripla.

Suponha a densidade d(x,y) = y tomando
o coeficiente de proporcionalidade igual a 1. Em
seguida, a partir da andlise da regido proposta pela
equacdo dada, utilize o teorema de Fubinni no
calculo das integrais duplas que surgem quando
calcula-se M, M, e M,.
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m Tente visualizar aregido de integracdo a
partir dos intervalos dados na questdo. Utilize
o teorema de Fubinni.

m Utilize coordenadas polares.

Tente visualizar a regido de integra-
¢ao a partir dos intervalos dados na questao.

Utilize o teorema de Fubinni..

Visualize geometricamente a regido.
Utilize coordenadas polares.

Utilize coordenadas polares.

A visualizac¢do da regido pode ajudar
na escolha dos limites de intregacdo. Utilize

coordenadas polares.

Considere a densidade constante e

igual a 1. Utilize coordenadas cilindricas.

Observe a intersec¢ao dos cilindros e
faca andliseem z =0e z < 0.

Pesquise sobre a parametrizagdo do
elipséide.



Verifique que
1 1
u(r,t) = —F(r —ct) + —=G(r + ct)
r r
¢ solucdo da equacdo de onda tridimensional

(92(ru) B 282(ru) _

o0r? ¢ or? 0

onde r = v/x%2 + y2 + z2 é o raio, r o tempo € F, G : R — R fungdes diferencidveis pelo menos duas

VEZES.

Solucido: Como ru(r,t) = F(r — ct) + G(r + ct) temos

%(m = —c(F'(r —ct) + G'(r + ct))

e
2
a—(ru) = 2(F"(r — ct) + G (r + ct)).
or?
Também 5
—(@(ru) = F'(r —ct) + G'(r + ct)
or
e
62
—@ru) = F"(r —ct) + G"(r + ct).
or?
Logo

02 ) 92
@(ru) =c ﬁ(ru).

O volume V do sélido interior a uma superficie elipsdide do R? definida pela equagio

4
eV = gﬂabc. A partir da superficie de equagio 4x* + 9y? + z> = 100 na dire¢iio normal externa
construimos um sélido de espessura 0, 01. Usando o diferencial da fungc@o volume apropriada estime

o volume aproximado deste sélido.

Solucao: Dividindo a equacdo por 100 obtemos

X2 y2 ZZ

+——+—==1
52 (10/3)2 102
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Logoa=5b=2ec=10eda=db=dc=0,0l.

Por outro lado A
dv = gﬂ(bc.da + ac.db + ab.dc)

de onde
4 1 1

4 10 10
dV = gﬂ(?.lo +5.10 + 5.?).0,01 = =il=-==4F

3 3 2

O volume aproximado do sélido é %ﬂ'.

A temperatura sobre uma chapa plana € dada pela funcao

T(x,y) = e

1 4
6 =3"

No ponto A = (1,—1) em que dire¢do V a temperatura decresce de forma mais rapida? Qual a

derivada direcional de T no ponto A e na direg¢do de v?

Solucdo: Pela defini¢do de derivada direcional, sabe-se que a taxa de variagdo de uma funcdo

T(x, y) em um ponto (xg, yp) na dire¢do de um vetor unitério i, € dado pelo produto escalar

D,T = VT (xo, yo) - i.

Pela definicao de produto escalar temos

VT (x0, o) - i = cos(6).1IVT (xo, yo) I |lsll.

Seja ||VT (x¢, yo)|| 0 modulo do gradiente, por defini¢do ||i]| = 1 e ||cos(@)|| < 1. Entdo, D,T =

VT (x0, yo) - i, atingird o seu valor minimo quando cos(8) = —1, ou seja, § = 7. Com isso podemos

concluir que T'(x, y) decresce de forma mais rapida em (1, —1) quando a dire¢do de i for a mesma

de VT'(1,—1) e sentido contrario.

Calculando temos
VT(x,y) = 25, ~2ye" )

logo
VT (1,-1) =(2,-2)

[IVT(1,-1)|| = 2V2.

Assim temos que a derivada direcional minima é

D,T = cos(6).IVT (xo, yo) .|l = (~1).2V2).1 = -2V2

L

TV

eadirecio é ade v = (—

Sl
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Estude com relacdo a maximos € minimos locais a funcao

F(x,y) = x> +2xy+y> = 5x

Solucdo: Os maximos e minimos locais, se existem, estdo entre os pontos onde as derivadas

parciais se anulam. Como fy(x,y) =3x>+2y—5Se fy(x,y) = 2x + 2y obtemos o sistema

3x2+2y-5 = 0
2x+2y = 0

Da segunda equagio temos y = —x e substituindo na primeira temos 3x% — 2x — 5 = 0. As solucdes
desta equacdo sao x = —1 e x = 5/3. Temos portanto dois pontos como possibilidade: A = (—1,1)

e B = (5/3,-5/3). Para determinar se ¢ maximo ou minimo local devemos estudar o sinal da

fungdo H(x,y) = fxx(x, y)fyy(xa y) — fxy(x’y)2 nos pontos. Como f,(x,y) = 6x, fxy(x’ y)=2e
fyy(x,y) = 2 obtemos H(x,y) = 12x — 4. Entao H(-1,1) = =16 e H(5/3,-5/3) = 16. Logo:

(i) A = (=1,1) é um ponto de sela.
(ii) B = (5/3,-5/3) € um ponto de minimo pois f,(5/3,-5/3) = 2.
A funcdo tem apenas o ponto B como ponto de minimo local.
Um fabricante produz dois tipos de liga nas quantidades x e y toneladas, respectivamente.
Se o custo total da produgio é expresso pela fungiio C(x, y) = x> + 100x + y> — xy e a renda total é

dada pela fungdo R(x, y) = 100x — x> + 2000y + xy, encontre o nivel da produgiio que maximiza o
lucro.

Solucido: Do enunciado teremos que o lucro L(x,y) = R(x,y) — C(x,y), ou seja L(x,y) =
—2x% 4+ 2xy — y% + 2000y. No ponto de maximo L, = L, =0 ou seja

—4x+2y = 0
2x -2y +2000 = O.

Temos como solugdo x = 1000 e y = 2000. Como Ly, (x,y) = =4, L,,(x,y) =2 e Ly, (x,y) = -2
obtemos (Lyy.Lyy — szcy)(x, y) = 4. Logo o lucro maximo ocorre para x = 1000 toneladas e
y = 2000 toneladas.

Faca um esbogo e calcule o volume do conjunto

B={(x,3,20) eR}|1<x<20<y<lx+y<z<x+y+2},
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Solucdo: Temos

V(B)

fff dxdydz = flz dx fol dy ):yy” dz
B

[Pax [y =2 [Zdx [ dy
= 2 dx[yly=2 [ dx=2[xP
= 3

Abaixo temos o esbo¢o do conjunto.

Considere a lamina definida pelo quarta parte do disco x*> + y?> < 1 que pertence ao
primeiro quadrante. Determine o centro de massa da lamina, se a densidade em qualquer ponto for

proporcional a distancia do ponto ao eixo x.

Solucao: A figura correspondente a lamina estd abaixo:

-0.4 -0.2 0 0.2 04 g 06 0.8
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Entdo temos que calcular a massa M e os momentos M, e M,. Podemos supor adensidade d(x, y) = y

tomando o coeficiente de proporcionalidade igual a 1. Podemos descrever a lamina como

L={(xy):0<x<10<y<vV1-x2}.

Entado
1 Vi—x2 1
M = ffd(x,y)dxdy:f dxf ydy:f —(1 - x?)dx
0 0 0o 2
L
1 1,4
=
— 1-
= 3
1 Vi—x2 1
M, = ffxd(x,y)dxdy:f xdxf ydy:f x=(1 - x%)dx
0 0 o 2
L
1 boe x41
202 4,
1
= =
e

3

1 Vi—22 1
1
M, =ffyd(x,y)dxdy:f0 dx‘f0 yidy = —fo (V1 = x2)3dx.
L

Fazendo a substituicdo x = senu obtemos dx = cosudu e

/2 /2 /2
M, = f cos* udu = f cos? u(l — senzu)du = f (cos2 u—cos’u senzu)du
0 0 0
_ f"ﬂ (cos(2u) +1 sen2(2u)) = f”/z (Cos(2u) +1 sen2(2u)) "
0 2 4 0 2 4
/2
_ f cos(2u) N § N cos(4u) du
0 2 8 8

[sen(Zu) N 3 N sen(4u)r/2

4 8T ;|
T

16
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Segue que as coordenadas do centro de massa sao
1

p= (M M _ (s

M’ M %’

Calcule a area daregido entre acurvar = 6,0 < 0 < m;r =2x —0;n1 < 6 < 2meacurva
r=20,0<60<mr=4nr—-20;n <6 < 2n. Esbocge a regido.

T

i
1
3

)=50:3)

Solucdo: Teremos que

A = ffdxdyszrdrd@

R R

m 26 2r 4720

[, de |, rdzg+fﬂ do 2ﬂ_94rc§z
foﬂ do [%rz]g + n27T dg [%rz]zz:e
3620 + [T 3 —29)2d9
1[0y +3[@r-o7]"
= ﬂ3

A regido de integracdo € simétrica em relagdo ao eixo x e € limitada por espirais:

Uma lamina plana € formada pela regido R do primeiro quadrante entre os circulos
x> +y? =1ex?>+y?>=9. A densidade da lAmina em um ponto (x, y) é x + y. Encontre a massa da

lamina. (Sugestdo: Use coordenadas polares).
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Solucdo: A massa m da lamina é dada por

ff(x + y)dxdy
R

ff(r cos @ + r send)rdrdd

m

R
ff r2dr fon/z(cos 0 + senb)do

3
[%]1 [send — cos 9]3/2

52

3

Encontre a area da regido R entre as curvas r = 2+ sen36 e r = 4 — cos 30. Esboce a

regiao R.

Solucao: Observe que as curvas r = 2+ sen36 e r = 4 — cos 360 ndo se interceptam, pois para

2 + sen36 = 4 — cos 36 teriamos sen36 + cos 360 = 2 o que € impossivel. Logo a area A de R serd
A = f f rdrd@

R
_ 2w 4—cos(36)
- .ﬁ) do 2+ sen(36 rdr

_ 2r 11,2 4—cos(36)

B foz 2 [r ]2+ sen(36) do

= ["1[12-8cos(30) — 4 sen(36) + cos(66)] d6
2

=1 [129 — 3 sen(30) + 3 cos(30) + ¢ sen(69)]0ﬂ

= 12n

O gréfico estd abaixo:

Encontre a area da regido no interior do circulo x2+ (v - 2)? = 4 e no exterior do circulo
x? +y? =4,
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Solucdo: Colocando em coordenadas polares o primeiro circulo tem equagdo
4 = (r cos 9)2 + (r senf — 2)2 = r2cos> 0 + r? sen’0 — 4r senf + 4 = r* — 4r senf + 4

de onde obtemos r = 4 senf. O segundo circulo tem equagao r = 2, ou seja senf = % A intersecao

dos dois circulos ocorre para 2 = r = 4 senf. Assim temos 6 = ¢ e 6 = %’r.

Entdo a area A daregidao R ¢
A = [[rdrde = [, do [ rar
R o g

BLS 4 senf
_ 1.2
- f%: [2r ]2 do
= [.* (8 sen’d —2)do
6
5
= f£6 (2 —4cos(26))do
6
S
= [26 —2sen(20)];
6

4243,

Determine o volume do sélido dentro da esfera x> + y? + z> = 1 e acima da superficie
z =tg (x2 + y?).

Solucao: Podemos escrever o volume como
V= ff(,/l — %2 — y2 —tg(x* + y*))dA
D

onde D é o disco de raio ry tal que tg rg =J1- r%. O grafico abaixo mostra um corte das superficies:
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Logo
Vo= [7de [T - tan(?)rdr
3 7o
= 27 [-IVT=77 + Lin(eos(?)) |
3

= 2n (% —iJ1-r2 + %ln(cos(rg))) :

Encontre o volume do sélido limitado pelo paraboloide y = x* + z% ¢ o plano y = 10.

Soluciio: A interse¢iio de y = 10 com o paraboloide y = x? + z2 é um circulo que se projeta no

plano xz no circulo x? + z% = 10.

Seja

D ={(x,2): x>+ 7> < 10}.

Podemos escrever
vV = [[0-x*-z})dxdz.
D

Introduzindo a mudanca de coordenadas x = r cost, z = r sent obtemos

v = [7ar [V°00- 2y

0
2 [5r2 - %r‘l]g/m

= 50r.
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Encontre o momento de inércia

f f (x2 + yH) p(x, y, 2)dxdydz
R

em relacdo ao eixo z do cone sélido R = {(x, y, z) : Y/x2 + y2 < z < 10}, com densidade constante
1.

Soluc¢do: Em coordenadas cilindricas a equagdo y/x% + y2 < z < 10 se transformaem r < z <
10. O cone fica entdo descrito por 0 < 8 <2ne 0 <r < 10. Logo

fff(xz + y2)dxdydz fOZH do folodr flo 2 rdz
R

e [, Pl dr

fo”defo (10 = r)r3 dr

10

= 27 [10’— - —]O

F 3
= 10%r.

Calcule o volume do sélido obtido pela intersecdo dos cilindros sélidos y? + z2 < 1 e
?+72<1.
Solucdo: Para z = 0 obtemos y? < 1 e x?> < 1 ou seja a regido intercepta o plano xy no quadrado
={(x,y):-1<x<1;-1<y<1}L
Para z < 0 temos que z = V1 — x2 e z = 4/1 — y2, ou seja, as duas superficies se interceptam nas

retas y = +x. Podemos dividir o s6lido em quatro partes de mesmo volume:

Di={(xy,2):0<x<l;—x<y<x;—-Vl-x?<z<V1-x2}

={(5,1,2):0<y <Ly < x < y; /1 = y2 < 2 < +/1 - y2};

D3 ={(x,y,2):-1<x<0;x<y<-x;-V]I-x2<z<V1-x2);

Dy={(xy2):-1<y<0;y <x<—y;—4/1 —y2 <z <41 -2}

Vamos calcular o volume de Dj:

VD) = [ldx[* dyfmdz
Jildx [* 2VT = x2dy

2 [l @xVT = 22)dx
3/271
2[—2/3 (1 —xz) ]0

(NS
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Logo o volume de D é

Encontre o volume do elipséide

2y 2
—+t5+5 <1l
a b c

Sugestdo: Use coordenadas x = ar cos ¢ cos @, y = br cos ¢ senf, z = cr seng.

Solucdo: Um rdpido calculo mostra que
dV = dx dy dz = abcr?* seng dr d¢ do.

O elipsdide serd descritopor0 <r < 1,0 < ¢ <me0 < 0 < 2x. Assim seu volume V serd
V = abc fol dr 02” do foﬂ r? senpde

= abc [%r3](1)

= abc%.2ﬂ.2

— 4
= 37Tabc.

[0]3” [-cos ¢];
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