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PREFACIO

O presente livro é fruto de um maravilhoso caminho académico que teve o seu
inicio em 2003 com uma conversa estimulante sobre dimensdo. Durante este pe-
riodo varias tentativas frustadas para escrevé-lo foram feitas e finalmente através
do projeto Explorando a Geometria Fractal, apoiado pelo Programa Prodocéncia da
Universidade Federal do Para em parceria com a Capes, ele se tornou uma reali-

dade.

Navegar pelas “aguas" de um assunto tao empolgante e frutifero, acompanhada
por amigos e alunos tao queridos, foi um grande privilégio e uma inestimavel
aprendizagem. Da dimensdo chegamos aos fractais dos fractais chegamos a teoria

moderna de curvas e a viagem ainda nao acabou.

O que norteou todo este trajeto foi a imensa vontade de escrever um livro sobre
dimensdo, um assunto tao complexo, que fosse acessivel aos alunos de graduacao.
Um texto elementar que introduzisse as principais idéias sobre dimensao topold-
gica e dimensao Hausdorff, sem exagerar no formalismo ou na falta dele. Tarefa
desafiadora para uma profissional da matematica! Nao sei se o objetivo foi al-
cancado, mas o esfor¢co em reailza-lo foi uma constante em toda a produgao deste

livro.

Espero, caro leitor, que este livro lhe agrade e que possa estimular (ou aumentar)
o seu interesse pela Matematica, em particular pela Teoria de Dimensao e pela

Geometria Fractal.

Cristina L. D. Vaz

Universidade Federal do Para, Brasil.
Maio de 2019.



INTRODUCAO

Ao longo da histéria da Matematica, conjuntos e fun¢des com caracteristicas
peculiares tém desafiado a imaginacao e tém sido poderosas ferramentas no avango
de certas areas da Matematica. O conjunto de Cantor, a curva de Koch e a fungao
de Weierstrass sao exemplos da influéncia de tais objetos no desenvolvimento da
Matematica. Originalmente construidos como contra-exemplos, muito tempo se
passou até que um estudo sistematico sobre tais objetos fosse feito e sua utilidade

como modelos da natureza fosse percebida pelos matematicos contemporaneos.

Em 1975, B. Mandelbrot [15], matematico polonés, notou que estes conjuntos
apresentavam muitas propriedades comuns e os chamou de fractais. O termo vem
do latim, do adjetivo fractus, derivado do verbo frangere que significa quebrar,

fracionar.

Para definir fractal, Mandelbrot [15] escreveu que "um fractal ¢, por definigao,
um conjunto cuja dimensao Hausdorff é estritamente maior do que a sua dimensao to-
pologica”. Posteriormente esta defini¢ao se mostrou inadequada para caracterizar
certos fractais, porém esta € uma das principais propriedades dos fractais. Por-
tanto, para entendermos o que é um fractal precisamos entender o significado de
“dimensao".

Nossa ideia intuitiva de dimensao nos diz que a reta é unidimensional, que o
plano é bidimensional e que o espago ¢ tridimensional. Esta nogao esta intima-
mente relacionada ao fato de associarmos dimensao ao numero de parametros ne-
cessarios para descrever (de forma unica) todos os pontos de um conjunto. Por
exemplo, um ponto no espago ¢ descrito por trés parametros.

A imprecisao desta ideia de dimensao foi mostrada por duas famosas desco-
bertas: a transformacao injetora de Cantor da reta no plano e a transformacao

continua de Peano do intervalo no quadrado.



Em 1878, George Cantor mostrou a existéncia de uma funcao bijetora definida
no intervalo [0,1] e assumindo valores no quadrado [0,1] x [0,1] e a Matematica
nunca mais foi a mesma. Em outras palavras, Cantor mostrou que existem tan-
tos pontos num quadrado quanto num intervalo. Pela primeira vez postulou-se o

problema da “invariancia da dimensao".

A pergunta natural que surgiu posteriormente foi se tal funcao poderia ser con-

tinua.

Em 1879, E. Netto mostrou que essa bijecao ¢ necessariamente descontinua e a
investigacao tomou um novo rumo. “Enfraquecendo-se" a exigéncia de bijecao,
pode existir uma fun¢ao continua e sobrejetora definida em [0, 1] e assumindo va-
lores em [0,1]x[0,1]? Em outras palavras, existe uma curva que “passa" por todos
os pontos de um quadrado? Ou seja, podemos descrever os pontos de um quadrado

com apenas um parametro?

Em 1890, G. Peano respondeu essa pergunta construindo a primeira curva so-

brejetora do intervalo no quadrado. Para mais detalhes consulte Sagan ([23])).

Estes resultados mostraram que a dimensao muda pela atuagao de uma funcgao
injetora ou continua e contradizem a ideia de que a dimensao de um objeto seja
o numero de parametros necessarios para descrever os seus pontos ou o numero
de pontos que formam o objeto. Portanto, era necessario dar uma defini¢ao mais

precisa de dimensao.

Em 1912, Poincaré propods, num trabalho de filosofia, uma definicao indutiva
de dimensao, observando que a reta é unidimensional porque podemos separar
dois pontos quaisquer sobre ela isolando um do outro por uma “barreira”" formada
por um unico ponto, que tem dimensao zero. O plano é bidimensional porque
podemos separar dois pontos quaisquer do plano isolando um do outro por uma
“barreira” formada, por exemplo, por uma curva fechada, que ¢ unidimensional.
O espago ¢ tridimensional porque podemos separar dois pontos quaisquer do es-
paco isolando um do outro por uma “barreira" formada, por exemplo, por uma
superficie. Analogamente, o espaco n-dimensional tem dimensao n porque dois
pontos quaisquer podem ser separados isolando um do outro por uma “barreira”

formada por um subconjunto cuja dimensao é n — 1.



A ideia fundamental da nogao indutiva da dimensao, dada por Poincaré, esta
em considerar a propriedade de decomposicao dos conjuntos por subconjuntos
de dimensao menor. Tal nogao indutiva de dimensao esta implicitamente con-
tida nos Elementos de Euclides quando este afirma que um objeto unidimensional é
aquele cuja fronteira é formada por pontos, um objeto bidimensional é aquele cuja
fronteira é uma curva e um objeto tridimensional é aquele cuja fronteira é uma
superficie.

Por outro lado, quando dizemos que uma superficie é “bidimensional”, temos
em mente que é possivel “medir" a area desta superficie. Analogamente, quando
dizemos que uma curva é “unidimensional” pensamos que é possivel “medir"
comprimento de arco; quando dizemos que um so6lido é “tridimensional" pen-
samos que é possivel “medir" o seu volume. Se compararmos o processo de medir
com a visualizacao de um objeto por um microscopio teriamos uma das seguintes
situagoes: (a) poderiamos ampliar muito o foco do microscépio tornando a imagem
muito grande (medida infinita); (b) poderiamos diminuir muito o foco tornando a
imagem muito pequena (medida zero); (c) no foco ideal (dimensao do conjunto)
a imagem aparecera de forma correta e a medida podera ser efetuada. Assim, a
medida pode ser usada para definir um certo tipo de dimensao, que € o foco ideal

para medirmos um conjunto.

Pelo descrito acima, existem pelos menos duas maneiras de tratarmos a dimen-
sao, em realidade existem varios tipos de dimensao, porém, mesmo conceitual-
mente diferentes, o que fazem ¢é a cada conjunto associar um certo nimero cha-
mado a dimensao do conjunto. Ou seja, podemos definir dimensao axiomatica-
mente, isto é, entender dimensao como uma func¢ao que a cada conjunto associa
um numero e que satisfaz algumas propriedades “desejaveis". Mais precisamente,
para um subconjunto E C R"”, a dimensao de E, representada por dim E, satisfaz as
seguintes propriedades:

(D1) para x € E o conjunto unitario {x} tem dimensao zero, o intervalo unitario
[0,1] tem dimensao 1 e, mais geral, o hiper-cubo m-dimensional tem dimen-
sao m;

(D2) (Monotonicidade) Se E C F entao dimE < dim F;



(D3) (Estabilidade enumeravel) Se {E;} é uma seqiiéncia de subconjuntos fechados

do espago R" entao

dim UEi =sup dim(E;);

et i>1
(D4) (Invariancia) Para qualquer funcao i de alguma subfamilia do conjunto dos

homeomorfismos do R"” em R" temos que
dim(¢(E)) = dim(E).

Note que as condig¢oes (D1) e (D2) sao condigoes “naturais". A condicao (D3) é
um pouco mais técnica e podemos substuir “enumeravel” por “finita", ou seja,

(D3’) (Estabilidade finita) Se E;,, E,, ..., E,, sdo subconjuntos fechados de R" entao

m
dim U E;|= sup dim(E;).
Deste modo, a condic¢ao (D3) é simplesmente a extensao da (D3’), que foi dedu-

zida do caso m = 2.

A condicao (D4) é importante para responder perguntas do tipo: como certas

transformacoes afetam a dimensao de um conjunto?

Em geral, é razoavel esperar invariancia sob transformagoes do tipo similaridade
ou congruéncia. Logo, a subfamilia da condi¢ao (D4) deve conter, no minimo,

transformacgoes por similaridade e congruéncia.

Por outro lado, quando a condigao (D4) é satisfeita para todos os homeomor-
fismos dizemos que a fungao dimensao é topologicamente invariante. Neste caso,

conjuntos homeomorfos tem a mesma dimensao.

Neste contexto, a pergunta interessante e fundamental que surgiu foi: existe um
homeomorfismo entre os espagos euclidianos R” e R” com n = m? Esta é uma per-
gunta relevante, pois se tal homeomorfismo existisse, um objeto unidimensional,
por exemplo, seria homeomorfo a um objeto bidimensional e a idéia de invaridncia

topoldgica seria falsa.

Em 1913, o matematico holandés, L.Brouwer definiu uma func¢ao dimensao to-



pologicamente invariante que satisfaz as condi¢oes acima e assume valores intei-

Tos.

Em 1922, independentemente de Brouwer e independentemente um do outro,
Menger e Urysohn reformularam o trabalho de Brouwer com importante avangos.
Esta func¢ao dimensao é chamada dimensao topologica e vamos representa-la por
dim7. Sua construgao foi formalizada por Menger e Urysohn do seguinte modo: o
conjunto vazio tem dimensao -1. A dimensao de um conjunto X é o menor inteiro
n para o qual todo ponto de X tem uma vizinhanga arbitrariamente pequena cuja
fronteira tem dimensao menor do que n. A grande vantagem desta definicao é

formalizar a nossa idéia intuitiva de dimensao.

A teoria geral da dimensao topoldgica trata de trés tipos de dimensodes: duas
dimensoes indutivas e uma dimensao por cobertura. Neste texto, trabalharemos
apenas com a dimensao indutiva, pois para subconjuntos do R" estas classes de
dimensao sao todas equivalentes e por esta razao chamaremos a dimensao indutiva
de dimensao topoldgica. Para mais detalhes sobre a teoria classica da dimensao

consulte Hurewicz e Wallman [13]].

Por outro lado, por muito tempo os matematicos tentaram generalizar as ideias
intuitivas de comprimento, area e volume para medir conjuntos mais gerais. Por
exemplo, Borel iniciou sua pesquisa nesta direcao no final do século 19. No inicio
do século 20, Lebesgue desenvolveu a teoria da medida como suporte para a teoria
de integracao. Carathéodory generalizou o trabalho de Lebesgue e introduziu a
medida s-dimensional para s inteiro e Hausdorff notou que s fazia sentido mesmo
quando nao era inteiro e definiu dimensao Hausdorff. Esta fun¢ao dimensao sa-
tisfaz todas as propriedades da dimensao com a subfamilia da condi¢ao (D4) dada

por funcoes bi-Lipschitz. Representaremos esta fun¢ao dimensao por dimy.

Calcular a dimensao Hausdorff usando a defini¢ao é uma tarefa complexa, pois
envolve calculos sobre todas as coberturas. Por esta razao, buscamos métodos equi-
valentes mais amigaveis ou técnicas para obtermos boas aproximagoes. Aqui tra-
taremos dois destes métodos: Dimensao por similaridade e Dimensao por contagem

por caixas

Agora, podemos reescrever a definicao de Mandelbrot para fractais do seguinte



modo: dizemos que um subconjunto E do R” é um fractal se dimpE < dimyE.

O livro foi organizado do seguinte modo: dimensao topoldgica sera tratada no
capitulo[l] No capitulo[2]estudaremos medida para entendermos dimensao Haus-
dorff e obteremos aproximagoes da dimy de alguns conjuntos usando o método de
Contagem de caixa. No capitulo [3|descreveremos o método dimensao por similari-

dade e calcularemos a dimensao Hausdorff de alguns fractais.



1 DiIMENSAO ToroLOGICA

Neste capitulo trataremos da dimensao topologica usando a defini¢ao intutiva
dada por Menger e Uryson. Comecaremos introduzindo o conceito de vizinhanga.
Para evitarmos qualquer tipo de confusao chamaremos de disco de centro p e raio
r > 0 ao conjunto D dos pontos do plano cuja distancia ao ponto p é menor do que

r. Chamaremos a fronteira do disco D de circulo.

Um conjunto do plano é chamado de aberto se cada um de seus pontos é cen-
tro de um disco contido no conjunto. Deste modo, o disco D, o interior de um
quadrado, o interior de um triangulo sao conjuntos abertos do plano. Uma vizi-
nhanc¢a de um ponto p do plano é um disco centrado em p. Dizemos que p é um
ponto de fronteira de um conjunto E do plano se toda vizinhanga de p contém

pontos de E e do complementar de E.

Note que o conceito de vizinhang¢a depende do conjunto que o ponto se encontra.
Se o ponto pertence ao conjunto E do plano a vizinhanga de p relativa ao conjunto
E é formada pelos pontos de E que pertencem a uma vizinhanga de p. Em outras
palavras, é a intersecao de uma vizinhanca de p com o conjunto E. Por exemplo,
se E é um segmento de reta no plano entao a vizinhanca de p € E relativa a E é
0 segmento cujos extremos sao os pontos de intersecao de um disco de centro p e
o segmento E. Se E é um conjunto finito de pontos entao cada ponto de E é uma
vizinhanga relativa de E.

De modo analogo podemos definir abertos e vizinhangas nos espagos R”. Por

exemplo, o disco de centro p e raio r > 0 no espago é uma esfera de centro p e raio

r.



1.1 Dimensao zero

Intuitivamente, dizemos que um ponto ou um conjunto finito de pontos tem
“dimensao zero", mas qual é a caracteristica matematica que esta por tras desta
intuicao?

Em termos de vizinhanga, podemos observar que cada ponto de um conjunto
finito de pontos tem uma vizinhanga relativa com fronteira vazia. De fato, a vizi-
nhanga relativa é formada por um unico ponto, que pertence ao conjunto (e logo
nao é ponto de fronteira). A definicao de dimensao zero dada por Menger e Uryson

tem como suporte a seguinte propriedade:

Um conjunto E tem dimensdo zero se cada um dos seus pontos tem uma vizi-

nhanga relativa arbritariamente pequena com fronteita vazia

As palavras “arbitrariamente pequena" sao necessarias, pois caso contrario se
E é uma regiao plana limitada por um quadrado entdo podemos encontrar um
disco suficientemente grande que contém E, logo nenhum ponto de E pertence a

fronteira deste disco e portanto E tem dimensao zero!

Além dos conjuntos finitos, muitos conjuntos infinitos tem dimensao zero. Por
exemplo, considere E = {x € R; x = 1/n, n € N} U {0}. E claro que cada ponto de E
tem uma vizinhanga relativa arbitrariamente pequena cuja fronteira nao tem pon-
tos de E. Apenas o ponto x = 0 pode gerar algumas duvidas. Mas se tomarmos uma
vizinhanga de raio r com r um nimero irracional entao nenhum ponto de E per-
tence a fronteira desta vizinhanc¢a. O conjunto dos nimeros racionais Q também
tem dimensao zero. De fato, tomando como raio da vizinhanca de cada racional

um numero irracional tem-se que cada vizinhanca relativa tem fronteira vazia.

A seguir daremos um exemplo interessante e bastante significativo:

1.1.1 O conjunto de Cantor ternario ou triadico

O conjunto triadico de Cantor é o conjunto formado pela remog¢ao de uma sequén-
cia de intervalos abertos do intervalo [0,1]. Primeiro dividimos intervalo [0,1] em

trés partes iguais e removemos a parte do meio, isto é, o intervalo (1/3,2/3) para



’ 3 3’ ’

Novamente removemos o terco médio de cada intervalo fechado de C; para obter

o seguinte conjunto

1 21 27 8
= r A 5 S A _;1 .
G2 [0 9]U[93 U[s 9]U[9 ]

Note que C, é a unido de 2° = 4 intervalos fechados, cada um do tipo [j/32,(j +
1)/3%] e que C; D C,. Novamente removemos o terco médio de cada um destes
intervalos para obter o conjunto C3, que é a unido de 2% = 8 intervalos fechados tal
que C; D C, D C3. Continuando este processo k-estagios obteremos o conjunto Cy,

que é a unido de 2* intervalos do tipo [j/3%,(j +1)/3%] tal que C; DC, >... D C; D...

O conjunto triddico de Cantor € a interse¢ao dos conjuntos Cy, k € N, ou seja,

c:ﬂck.

A figura abaixo ilustra alguns estagios do processo de construgao do conjunto de

Cantor.

Figura 1.1: Ilustracao do processo de construcao do conjunto triddico de Cantor.
Fonte: Autora

Exemplo 1.1 O conjunto de Cantor C tem dimensao zero.

De fato, note que o conjunto C; da construgao do conjunto de Cantor é formado



2k
por 2% intervalos Iy fechados e disjuntos de comprimento 37k, ou seja, Cy = UI"J"

j=1
Logo cada ponto p € C pertence a algum intervalo fechado I;, = [a,b] e a distancia

de Iy, a qualquer outro intervalo I;; € maior ou igual a 37k, Assim, podemos tomar
intervalos arbritariamente pequenos do tipo (a — 37X, b + 37%) tal que a fronteira da

intersecao destes intervalos com o conjunto de Cantor C nao tem pontos de C.

Podemos caracterizar a propriedade se um conjunto ser zero dimensional usando

o seguinte conceito de conjunto separados:

Definicaoo 1.1 Sejam A, B e L subconjuntos simultaneamente disjuntos do R". Dize-
mos que A e B sao separados por L no espago R" se existem conjuntos U e V disjuntos

e abertos do R" taisque ACU,BCVeL=R"-{UUV}.

Observe que para U e V = U° abertos do R" tais que AC U e BN U =0 tem-se
L =0U =0. Assim, dizemos que A e B sao separados pelo vazio se existe U aberto

e fechado do R" (ou seja, com dU =0) tal que ACU e BNU =0.

Teorema 1.1 Um subconjunto E ndo vazio do R" tem dimensdo zero se, e somente se,
para todo p € E e todo fechado F que ndo contém p tem-se que os conjuntos {p} e F sao
separados pelo vazio.

Prova: seja p € E tal que p ¢ F, logo p € F. Como F° é uma vizinhanga de p e
dimpE = 0 temos que existe uma vizinhanga V tal quep € V C F¢, dV =0e VNF = 0.
Logo, {p} e F sao separados pelo vazio. Reciprocamente, seja p € E tal que p ¢ F e F¢
uma vizinhanga de p. Como {p} e F sao separados pelo vazio existe um aberto V tal que

peVCF,dV=0eVNF=0.Logo, dimrE = 0. [ |

1.2 Dimensaol

Intutivamente, um conjunto tem “dimensao um" se nao tem dimensao zero e
se cada um de seus pontos tem vizinhanga arbitrariamente pequena cuja fronteira
tem dimensao zero. Um conjunto “nao tem dimensao zero" se a fronteira de toda
vizinhanga arbitrariamente pequena de cada um dos seus pontos nao é vazia. As-

sim,



Um conjunto E tem dimensdo 1 se ndo tem dimensdio zero e se cada um dos seus
pontos tem uma vizinhanga relativa arbitrariamente pequena cuja fronteira tem dimen-

sdao zero.

Deste modo, a reta, segmentos de reta, circulos, elipse tem dimensao 1, pois a
fronteira da intersecao de toda vizinhanga de cada ponto destes conjuntos é for-

mada por dois pontos, e logo tem dimensao zero.

1.2.1 O Triangulo de Sierpinski

O processo de construcao do Triangulo de Sierpinski é similar ao da construgao
do conjunto triadico de Cantor: a partir de um objeto inicial, retiramos uma parte
central sua, obtendo de resto copias similares ao objeto inicial. Procedemos en-
tao de forma similar com cada copia e assim indefinidamente. Mais precisamente,
inicia-se com uma regido triangular equilatera Sy, de lado 1 e vértices v; = (0,0),
v, =(1,0) e v3 = (1/2, \/5/2), subdividindo-a em quatro regides triangulares me-
nores, usando para isto os segmentos de reta que unem os pontos médios de cada
lado. Remove-se entao o interior da regiao triangular central (a regiao central,
sem sua fronteira). Note que assim é gerado um conjunto &; formado por trés re-
gioes triangulares menores e congruentes, cujos lados medem a metade da medida
dos lados do triangulo original. Repete-se entao esse mesmo procedimento em
cada uma das trés regides triangulares e assim sucessivamente, gerando-se uma
sequéncia de conjuntos Sy O S; O S, O --- com cada S formado por 3k regioes tri-
angulares, similares a regiao inicial, cujos lados medem 27% da medida do lado do
triangulo inicial.

O Triangulo de Sierpiniski S € o conjunto limite desta sequéncia de pontos, isto

szﬂsk

7

€,

Exemplo 1.2 O tridngulo de Sierpiriski S tem dimensao 1.

De fato, note que cada um dos lados dos triangulos S; estd contido em S, o

que significa S ndo tem dimensao zero. Note também que os triangulos S da



AL LSO

Figura 1.2: Etapas da construcao do Triangulo de Sierpinski
Fonte: Wikipedia.org

construgao do triangulo de Sierpifiski sao formado por 3* regides triangulares Ty
3k

cuja Unica intersecao sao os vértices e cujos lados medem 27k ou seja, S = U Ti;-
j=1

Entdo, cada p € S pertence a algum Tj; e portanto podemos tomar discos arbitrari-

amente pequenos tais que os vértices de Ty; pertencam aos circulos destes discos.
Assim, a fronteira da intersecao deste discos com S é formada por trés pontos e,

logo, tem dimensao zero.

1.2.2 A curva de Koch

A construgao da curva de Koch inicia-se com um segmento de reta K, tomemos
por exemplo o segmento [0, 1], dividindo-o em trés partes iguais e substituindo-se
o o terco médio por dois segmentos adjacentes (tais que estes formem um “trian-
gulo" equilatero sem a base), formando entao uma linha poligonal Ky de quatro
segmentos consecutivos, em uma espécie de “ponta de estrela". Repete-se entao
o processo em cada um dos segmentos de K1, obtendo-se assim K, e continua-se
indefinidamente gerando uma sequéncia de conjuntos {Kg, K1,K,,...}, cujo limite

é a curva de Koch, K (figura|l.3)
Exemplo 1.3 A curva de Koch K tem dimensao 1.

De fato, note que cada K; ¢ formada por 47 segmentos de comprimento 37,
logo K nao tem dimensao zero. Entao, cada p € K pertence a algum segmento e
portanto a fronteira de toda vizinhanga relativa de p é formada por dois pontos e,

logo, tem dimensao zero.
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Figura 1.3: Etapas da construgao da curva de Koch
Fonte: Wikipedia.org

1.2.3 O Tetraedro de Sierpinski

O Tetraedro de Sierpinski é uma “versao 3D" do tridngulo homonimo. Para
construi-lo, inicia-se com um tetraedro 7 e dele se retira o octaedro cujos vértices
sao os pontos médios das arestas de 7. A figura resultante 7; é constituida por
quatro tetraedros similares ao primeiro, se intersectando dois a dois em seus vérti-
ces (Figura[l.4) e cujas arestas medem exatamente a metade das medidas das ares-
tas do tetraedro inicial. Entao em cada um desses tetraedros menores, repete-se a

mesma operacao e assim indefinidamente, obtendo-se uma seqtiéncia de figuras
76 D 7'1 D ’]'2 cee

cujo limite

é o Tetraedro de Sierpinski .



Figura 1.4: Etapas da construcao do Tetraedro de Sierpifiski
Autor: Marcos Monteiro Diniz

Observe que a figura 7} é constituida por 4’ tetraedros cujas arestas medem 1/2"

das arestas do tetraedro inicial. Note também que o volume de 7; é

(1\3 1
Vol(T;) = 4 (2—) Vol(To) = ;Vol(Ty) — 0

e portanto o Tetraedro de Sierpinski tem volume nulo. Por outro lado, note que
a soma das areas das faces de cada figura 7; é exatamente igual a area de 7, nao
sendo portanto absurdo considerarmos que a “area do Tetraedro" seja finita e igual
a area de 7 e podemos pensar se o Tetraedro nao viria a ser um fractal de dimensao

inteira igual a 2!
Exemplo 1.4 O Tetraedro de Sierpiriski S tem dimensao 1.

De fato, note que cada 7; é constituida por 4 tetraedros T cujas arestas medem
1/2% das arestas do tetraedro inicial, Assim, as arestas de cada um destes tetrae-
dros pertence a 7, o que significa 7 nao tem dimensao zero. Entao, cada p € 7
pertence a algum Tj; e portanto podemos tomar esferas arbitrariamente pequenas
que contenham os vértices de Ty;. Assim, a fronteira da intersecao destas esferas

com 7 é formada por um conjunto finito pontos e, logo, tem dimensao zero.
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1.3 Dimensao n

Podemos generalizar o processo intuitivo descrito nas se¢oes anteriores e definir

“dimensao n".

Um conjunto E tem dimensdo n se ndo tem dimensdo n-1 e se cada um dos seus pon-
tos tem uma vizinhanga relativa arbitrariamente pequena cuja fronteita tem dimensao

n-1.

Por convengao, o conjunto vazio tem dimensao —1. Se o conjunto nao tem “di-

mensao n "para todo n dizemos que o conjunto tem dimensao infinita.

1.4 Propriedade topolégica da dimensao

Topologia é uma area da Matematica que trata da forma como objetos geomé-
tricos podem ser deformados. Segmentos podem ser deformados em curvas, cir-
culos em triangulos ou quadrados. Porém, nem tudo pode ser deformado. Por
exemplo, buracos serao sempre buracos, ou seja, sao invariantes e portanto uma
esfera pode ser deformada e se tornar a superficie de uma ferradura, mas nunca
sera deformada num pneu. As transformacdes que, quando aplicadas a um objeto
geométrico, ndo alteram suas propriedades topologicas sao chamadas homeomor-
fismos. Estas transformacoes sao fungoes continuas com inversa também continua.
Por exemplo, as translagoes e rotagoes sao homeomorfismos. Dizemos que dois
conjuntos sao homeomorfos se existe um homeomorfismo definido entre eles. Do
ponto de vista topolégico, conjuntos homeomorfos sao indistinguiveis.

Uma propriedade importante da dimensao indutiva € a sua invariancia por ho-
meomorfismo, ou seja, se dois conjuntos sao homeomorfos entao eles tem a mesma
dimensao. Por esta razao chamaremos a dimensao definida por Menger e Uryson

de dimensdo topologiga e a representaremos por dimr.

Exemplo 1.5 Para todo a € R" e para todo niimero real A # 0 definimos a translagdo
T,: R" > R" e a homotetia g, : R" — R", respectivamente, por T,(x) = x+a e
gi(x) = Ax. T, e gy sao homeomorfismos em R". De fato, T, e g\ sdo continuas e

possuem inversas (T,) ™' = T_, e (¢1)”! = g1/1 continuas.
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Exemplo 1.6 Sejam p € R" e a bola aberta B.(p) de R". A fungao h: B.(p) — B1(0)
definida por f(x) = (x — p)/e é um homeomorfismo. De fato, h é continua, pois é uma
translagdo x > x—p e uma homotetia y > y/e. E claramente injetora. Além disso, para
x € Be(p) tem-se || f (x)|| = ||x—pl|l/e < e/e =1, elogo, a imagem de f é B1(0). Sua inversa

f~Y édada por f~1(x) = ex+p, que é continua. Logo, B.(p) e B;(0) sdo homeomorfas.M

Exemplo 1.7 Toda bola B.(p) do R" é homeomorfo ao R". Em particular, o intervalo

(a,b) e R sao homeomorfos.

De fato, pelo exemplo anterior, basta provarmos que R" é homeomorfo a bola B1(0).

x x
Considere h: R" — By(0) definida por h(x) = . Como ||h(x)]| = —‘ =
H0) e p T T+
1|J|rx|:|x|| < 1 temos que h estd bem definida. Como a norma é uma fungao continua,

tem-se que h é continua. Agora, considere g: B1(0) — R" dada por g(x) = para

x
1=l
|lx|| # 1. Entdo g é continua e facilmente se verifica que goh e ho g sio a identidade de

E em B1(0), respectivamente. Logo, h é um homeomorfismo. |

Exemplo 1.8 Seja f: D CR" — R™ continua. O grifico Gy = {(x, f(x)); x € D} de f ¢
homeomorfo ao dominio D.

De fato, a fungao h: R" — Gy dada por h(x) = (x, f(x)) é continua, pois suas com-
ponentes sdo funcoes continuas. E bijetora, pois (x, f(x)) = (xq, f(x1)) implica x = x;
e dado (x, f(x)) € Gy entdao x € R" e h(x) = (x, f (x)). Além disso, h=1 é a restricdo da

primeira projecdo ao grdfico Gy, portanto, é uma fungdo continua. |

Exemplo 1.9 O circulo unitdrio S' = {(x,y) € R?; x> +y? = 1} e o quadrado Q =
{(x,v) € R?; |x| + [y| = 1} sdo homeomorfos.

De fato, verifique que h: Q — S' dada por

h(x,y):( 2x 2’ 23/ 2]
NN
¢ um homeomorfismo.

Exemplo 1.10 O plano furado X == {(x,y) € R%: x #= 0,y # 0} e o cilindro Y =
{(x,9,2) € R3; x% + y% = 1} sdo homeoformos.

De fato, verifique que h: Y — X dada por h(x, v, z) = (x €%,y €?) é um homeomorfismo.
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Exemplo 1.11 A pardbola P = {(x,v) € R?; y = x?} é unidimensional.

Primeiro, vamos mostrar que o dominio de uma fungdo continua e o seu grdfico sao
homeomorfos. De fato, seja f : A CR" — R"™ uma fungdo continua e Gy = {(x, f(x)); x €
R™"} C R"xR™ o grdfico de f. A fungdo h: A — Gy dada por h(x) = (x, f (x)) é continua,
pois suas coordenadas sdao continuas, é bijetora porque (x, f (x)) = (v, f(v)) implica x =y
e, dado (x, f(x)) € Gy tem-se x € A e h(x) = (x, f(x)). Além disso, a inversa de h também
é continua pois h™1 é simplesmente a restricdo da projecdo na primeira coordenada ao
grafico Gg. Entdo h define um homeomorfismo entre A e Gy. Portanto, dimr A =
dimr Gy.

Logo, R é homeomorfo a pardbola P = {(x,y) € R?;y = x?}, pois esta pardbola é o

grdfico da funcdo x +— x* de R em R. Isto implica que dim7 P = 1 |

1.5 A dimensao topolégica do R”

O resultado principal desta secao é mostrar que o R" tem dimensao topolégica
n. Tal demonstracao é fundamentalmente baseada no teorema de ponto fixo de

Brouwer e é similar ao caso n = 2, que apresentaremos aqui.

Teorema 1.2 (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Seja B,(0) a bola fechada unitd-
ria do R", isto é, B;(0) = {x € R"; d(x,0) < 1}. Uma funcdo continua f : B;(0) — B;(0)
possui pelo menos um ponto fixo, isto é, existe pelo menos um ponto x € B1(0) tal que

f(x)=x.

Como o quadrado I? = [-1,1] x [-1,1] é homeomorfo a bola B;(0) temos que o

teorema de ponto fixo de Brouwer também vale para o quadrado. Logo,

Corolario 1.1 Seja 12 = [-1,1] x [-1,1]. Uma fungdo continua f : I> — I? sempre

possui um ponto fixo, isto é, existe um ponto x € I tal que f(x) = x.
Usaremos o seguinte resultado na prova que a dimensao do R? ¢ 2 (veja [8])):

Proposicao 1.1 dimp X < n se, e somente se qualquer par de subconjuntos disjuntos e
fechados de X pode ser separado por um fechado de dimensdo < n—1, isto é A,B C X,
ANB=0, A,B fechados, existe L fechado tal que ACL, LNB=0edimpL<n-1.
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O seguinte resultado é o “coracdo" da prova que a dimensao do R? ¢ 2 (veja [8]):

Lema 1.1 A dimensdo topoldgica do quadrado 1% = [-1,1] x [~1,1] é maior ou igual 2,
ou seja, dimp 1% > 2.

Considere os conjuntos C; = {(x,y) €[> :x =1}, C] ={(x,y) €[> : x = -1}, C; =
{(x,y)el?:y=1},C)={(x,y) €I?:y=—-1}. Entdo dI* =C, UC]; UC, U C}.

Se dimy I? < 1 entdo, pela proposicao existe um conjunto fechado L que separa
Cy e C| e existe um conjunto fechado L, que separa C, e C}, tais que Ly "L, = 0. Vamos

provar que este ndo é o caso, ou seja, que necessariamente Ly N Ly = (. De fato, seja
I?-L; =U; VU, onde C; c U;, C! c U} e U;NU! =0, com U; e U/ abertos, para

i =1,2. Considere a seguinte funcdo continua f : I> — I?, com x = (x,) € [%:

fx)=(x+d(x,Ly),v+d(x,L;)) se xeU/ NV,
fx)=(x—d(x,L;),y+d(x,Ly)) se xeU NV,
f(x)=(x—-d(x,Ly),y—d(x,Ly)) se xeU NV,

f(x)=(x+d(x,Ly),vy—d(x,Ly)) se xeU NV,

Observe que ndo hd dificuldade em definir f sobre Ly ou L,. Aplicando o Coroldrio[1.1}
obtemos que existe um ponto y € I? tal que f(y) =y. Para que isto ocorra é necessdrio

que d(y,L1) =0=d(y,L,), ou seja,y€ Ly ey € L, e portanto L; N L, = (. [ |
Agora estamos em condicdes de mostrar que dimy R? = 2.

Teorema 1.3 O espaco euclidiano R? tem dimensdo topoldgica igual a 2.

De fato, dado p € R? existe um disco de centro p com fronteira um circulo, mas a
dimensdo topoldgica deste circulo é 1, e portanto dimpR? < 2. Agora usando que I?
é um subconjunto do R? e o Lema tem-se dimrR? > 2 e podemos concluir que
dimpR? = 2. |

Como conseqiiéncia imediata do teorema [1.3| temos que dimI? = 2. De fato,

1> c R? e logo dim7 I < 2 e pelo lema o resultado segue.

Exemplo 1.12 O disco unitdrio D = {(x,v) € R?; x> + y? < 1} tem dimensdo 2.

Basta lembrar que existe um homomorfismo entre I* e o disco unitdrio. |
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Exemplo 1.13 A bola aberta B;(0) = {x e R"; d(x,0) < 1} tem dimensao n.

Sabemos que toda bola aberta B{(0) de um espago vetorial normado V é homeomorfa
ao espago V. De fato, h: V — B1(0) dada por h(v) = v/(1 + ||v||) define este homeomor-
fismo. Portanto o espago euclidiano R" e a bola aberta B1(0) sao homeomorfos, o que

implica dimp By (0) = n. |

1.5.1 Dimensao topolédgica e Algebra Linear

Quando perguntamos aos alunos por que a dimensdo do espago é trés, em geral,
respondem que é por que a base do espago euclidiano é formada por trés vetores
linearmente independentes. Esta no¢ao de dimensao, chamada dimensao algébrica,

é introduzida nos curso basicos de Algebra Linear.

Sabemos que os conceitos de base e dimensao algébrica de um espago vetorial
(real) normado V tém uma importancia relevante no estudo da estrutura deste
espago. Se V admite uma base finita entao a dimensao algébrica de V é o naumero
de elementos desta base. Naturalmente podemos perguntar qual a relagao entre a
dimensao algébrica e a topoldgica. A resposta a esta questao é uma conseqiiéncia

do teorema|[I.3|e do seguinte resultado:

Teorema 1.4 Todo espaco vetorial (real) normado V com base finita formada por n

elementos é homeomorfo ao espago métrico R".

Prova: A prova a seguir encontra-se em [[6, p.]. Sejam {v,v,,...,v,} base de V
e h: R" — V dada por h(x) = x;v; + X, v + ... + X, v,, com X = (X1,Xp,...,X,). Pela

definicao de base h é linear e bijetora. Além disso, h é continua, pois

n
() = h(p)ll < max ||vi||[;|xi —m].
1=

Para finalizar devemos provar que a transformagao linear h~! é continua. Para
isto basta que exista uma constante a > 0 tal que ||i(x)|| > a|x|. De fato, considere
a esfera S""! do R" dada por S"! = {x € R"; |x| = 1}. Como S""! é compacta e h
linear e injetora temos que ||i(x)|| > 0 para todo x € S"~!. Por outro lado, como h é

continua (aplicando o teorema de Weierstrass) existe a > 0 tal que ||h(x)|| > a para
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x|

todo x € S™° 1, Agora, para todo x € R"”, x # 0, temos que es"le logo

|x| > a|x|.

o = [ %)
|

Corolario 1.2 O espago vetorial normado V com base finita formada por n elementos

tem dimensado topoldgica n.
Como consequéncias imediatas do corolério[I.2]temos que:

Exemplo 1.14

(a) Se C" é o espago vetorial normado da n-uplas de niimeros complexos entdo

dimpC" = 2n.

(b) Para cada m > 0,
P, ={p(x) =a,x" +a,_1x"  +..+a1x+ag;a; €R, 0 < n < m)

¢ 0 espago vetorial normado dos polinonios de grau menor ou igual a m. Entdo {1, x, x2,.., x"}

¢ uma base de P, e dimp P, = m+ 1.

Exemplo 1.15 Seja
P={p(x)=a,x"+a, 1x" ' +..+a1x+ay;a; €R, n> 0}

0 espago vetorial normado dos polinémios (com a norma do supremo). Entao P,, CPe
portanto dimp P > m + 1 para todo m > 0. Isto significa que dimpP < m+ 1, é falsa

qualquer m. Logo dimp P = co.

Usando argumentos similares aos do exemplo podemos mostrar, por exem-

plo, que o espaco das fun¢oes continua C([a, b], R) tem dimensao infinita.

Exemplo 1.16 Sabemos que o espago vetorial S formado pelas solugoes de uma equagao
diferencial ordindria linear homogénea de ordem n com coeficientes constantes tem uma

base formada por n solugées (veja [5, p.59]), portanto dim S = n.
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Exemplo 1.17 Sejam X e Y espagos vetoriais e L(X,Y) o espago vetorial de todas as
transformagoes lineares de X a Y. Sabemos que se X e Y tem base com n e m elemen-
tos, respectivamente, entdo L(X,Y) tem uma base com mn elementos(veja [5, p.97]),

portanto dimp L(X,Y)=mn.

1.6 Linha do tempo

H. Poincaré, matematico francés, em 1912 introduziu as idéias indutivas da
dimensao em [21]]. Embora Poincaré trate “dimensao" apenas do ponto de vista
filosofico, seu trabalho tem uma importancia histérica relevante.

L.E.J. Brouwer, matematico alemao, em 1913 fez a primeira tentativa de definir
rigorosamente as idéias de Poincaré e com sua defini¢ao provou a propriedade de
invariancia da dimensao mostrando que a dimensao do hiper-cubo m-dimensional
é m (veja [2]).

P. Uryshon, matematico russo, em 1923 descobriu um "erro" na definicao de
Brouwer e apresentou uma definicao de dimensao ligeiramente diferente. Em
1924, Brouwer [3] corrigiu sua defini¢ao usando as idéias de Uryshon, mas nao
provou a invariancia da dimensao.

K. Menger, matematico austriaco, em 1923, independente de Uryshon, apre-
sentou uma definicao de dimensao que é a mesma dada por Uryshon e em 1928

publicou o livro DimensionsTheorie [17]].
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2 DIMENSAO HAUSDORFF

O principal objetivo deste capitulo é definir dimensdo Hausdorff, para isso defini-
remos medida Hausdorff e destacaremos suas principais propriedades. A maioria
dos resultados sobre medida serao apresentados sem demonstracao e para maiores

detalhes o leitor podera consultar [8, [11}, [22]].

2.1 Medida Lebesgue

A medida de um conjunto descreve o tamanho (em algum sentido) do con-
junto. Por exemplo, a medida de Lebesgue de subconjuntos de R estende a idéia
usual de “comprimento”. De fato, suponha que o “comprimento” do subconjunto
E de R seja dado pela integral de Riemann da fungao caracteristica de E entao
quando E é um intervalo do tipo (a,b), [a,b], (a,b] ou [a,]), seu comprimento é
{(E) = j XEe(x)dx = b—a. Portanto, o comprimento (definido desta forma) é exem-
plo de ufna funcao que associa a cada conjunto (de uma certa colegao) um nimero

real.

Nesta secao, estamos interessados em generalizar a ideia de comprimento" de
tal modo que preserve algumas propriedades “desejaveis", como por exemplo: a
« : n : : 4 . z o~ 7 .

medida" do conjunto vazio € zero; se o conjunto é a uniao enumeravel de conjun-
tos disjuntos, a sua “medida" é igual a soma das “medidas" destes conjuntos, esta

propriedade é conhecida como aditiva enumerdvel.

Em 1904, H. Lebesgue introduziu uma medida exterior m,(E) e uma medida
interior m;(E) para subconjuntos E da reta. Para conjuntos E tais que m,(E) = m;(E)
definiu a medida de E por m(E) = m,(E).

A ideia principal foi estender o conceito de “comprimento” usando um pro-

cesso de aproximacao por excesso do seguinte modo: cobre-se o conjunto E com a
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unido de uma familia enumeravel de intervalos limitados e depois minimiza-se a
soma de todos os comprimentos destes intervalos, tomando o infimo sobre todas
as coberturas de E (a ideia é similar a usada na construcao da integral superior de

Riemann). Este “comprimento por excesso" é a medida exterior m,(E).

A medida exterior m,(E) tem varias propriedades interessantes e esta definida
para todos os subconjuntos da reta, mas nao ¢ aditiva enumeravel. Porém, quando
restrita a uma certa classe de subconjuntos, representada por M, chamada classe
dos conjuntos mensurdveis, € uma medida conhecida como medida
Lebesgue 1-dimensional. Em resumo, a base da construcao da medida Lebesgue
é considerar uma medida exterior definida em todos os subconjuntos E de R, que
restrita a classe M ¢ aditiva enumeravel. Este foi o ponto de vista adotado por C.

Carathéodory, em 1914, para generalizar a medida Lebesgue.

2.1.1 Conjunto com medida nula

Para “medirmos o comprimento" de conjuntos tais como Q ou o conjunto de
Cantor vamos primeiro estender o conceito de “comprimento” de um intervalo
para conjuntos mais gerais.

Considere I um intervalo limitado do tipo [a,b], (a,b], [a,b) ou (a,b). Definimos
o comprimento de I por ¢(I) = b —a. Em particular, £({a}) = ¢([a,a]) = 0, ou seja, o
conjunto formado por um unico elemento tem “comprimento nulo". Agora, se E
¢ um conjunto finito de pontos e como cada ponto p € E tem comprimento nulo

temos que {(E) = ZK({p}) = 0. A idéia relevante deste exemplo é que se podemos
pEE
decompor um conjunto em um namero finito de intervalos disjuntos podemos ob-

ter o seu comprimento somando o comprimento de cada intervalo. Infelizmente,
em geral, nem sempre € possivel decompormos um conjunto deste modo e por esta

razao consideramos uma sequéncia de intervalos, nao necessariamente disjuntos.

Dizemos que um subconjunto E de R tem medida nula se E pode ser coberto
por uma sequéncia de intervalos com comprimento total arbitrariamente pequeno.

Ou seja, dado € > 0, dizemos que E tem medida nula se podemos encontrar uma

sequéncia {I,,, n € N} de intervalos tal que E C UI” e Z€(In) <e.

n=1 n=1
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Por exemplo, o conjunto unitario {x} tem medida nula. De fato, dado € > 0,

podemos con51derar , por exemplo, 11 = (x—€/4,x+¢€/4) e I, = [0.0] para n > 2.

Entao, { UI e Z€ = 5 <E€.

Qualquer con]unto enumeravel tem medida nula. De fato, basta tomarmos I, =

[x,, X, ]. Em particular, Q tem medida nula.

Exemplo 2.1 O conjunto de Cantor C tem medida nula.

2/(

De fato, lembrando que C C Ulkj com Ii; intervalos fechados de comprimento
j=1

37, podemos considerar a sequéncia Iijyl1<j< 2k, k € N} cujo comprimento total

é dado por

o0 k

Y e = lim Y a, )_1im(§)k:o.

k—co k— o0

k=1 n=1

Assim, dado € > 0 para n suficientemente grande temos que ZZ(ij) <¢€,elogo, 0

k=1
conjuunto de Cantor C tem medida nula. n

2.1.2 Medida Lebesgue 1-dimensional

A definicao de “medida nula" de um conjunto de R e a propriedade que todo
intervalo aberto de R é a unido finita de intervalos disjuntos com comprimentos
arbitrariamente pequenos (logo o seu comprimento € a soma dos comprimentos de
cada intervalo), sugere que podemos obter o “comprimento” de qualquer conjunto
E de R cobrindo E com uma sequéncia de intervalos e considerar a cobertura com

menor comprimento total. Ou seja,

m,(E) = ian€(In), (2.1)

com o infimo tomado sobre todas as sequéncias de intervalos I, tais que E C U I,.
n=1
m,(E) é chamada medida Lebesgue exterior.

Claramente m,(E) > 0 para qualquer subconjunto E de R. Entdo, o conjunto

n=1

{Z€ );EC UI”’ I,, intervalos ; é limitado inferiormente, e logo, o seu infimo
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(o]
existe. Além disso, podemos encontrar conjuntos E para os quais a série Z€(In)

n=1
diverge para todas as coberturas de E, neste caso m,(E) = co. Assim, 0 < m,E) < co.

Podemos mostrar (veja [[1]) que E tem medida nula se, e somente se m,(E) =0 e

que a medida Lebesgue exterior de um intervalo limitado é o seu comprimento.

Ja comentamos que a medida exterior m,(E) nao é aditiva enumeravel, mas que
restrita a classe M dos conjuntos (Lebesgue) mensurdveis ¢ uma medida. A defini-
cao de conjunto mensurdvel é baseada no conceito de o-algebra (para mais detalhes

consulte [1])).

Destacaremos as propriedades fundamentais da classe M no seguinte resultado:

Teorema 2.1 (i) R é mensurdvel; todo intervalo I é mensurdvel; todo conjunto com

medida nula é mensurdavel;
(ii) se um conjunto é mensurdvel entdo o seu complementar também é mensurdvel;

(iii) a unido e a intersegdo infitita de uma sequéncia de conjuntos mensurdveis é men-

surdvel;

Escreveremos m,(E) = L!(E) para todo E mensuravel e chamaremos £L!(E) de

medida Lebesgue 1-dimensional.

2.1.3 Medida Lebesgue n-dimensional

Podemos generalizar a medida Lebesgue para os espagos R"”. Seja R o hiper-

retangulo do R" dado por
R:(ﬁl,bl]X(QZ,bZ]X...X(ﬂn,bn] (22)
com ay < by paratodo 1 <k <n. O “hiper-volume" de R é definido por

vol"(R) = (by —a1)(by — a5)... (by — ay)-

Se E C R" definimos a medida Lebesgue exterior por

m,(E) = inf Zvol”(Rk);ECURk . (2.3)
k=1 k=1
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com o infimo tomado sobre todas as sequéncias {Ry} que cobrem E.

A medida exterior m,(E) restrita aos conjuntos mensuraveis do R” é uma medida

chamada medida Lebesgue n-dimensional e sera representado por L"(E).

No que segue, enunciaremos alguns resultados sobre conjuntos Lebesgue men-

suraveis.

Teorema 2.2 (i) R é mensurdvel e L"(R) = vol™(R);
(i) Se E é mensurdvel entdo o complementar de E é mensurdvel;
(1ii) unido e intersec¢do infinita de conjuntos mensurdveis é mensurdvel;
(iv) Todo subconjunto aberto ou fechado do espaco R" é mensurdvel;
(v) Se E e F sao mensurdveis e E C F entao L"(E) < L"(F)

vi) Se (E;) é uma sequéncia de subconjuntos abertos do espaco R" entdo E, ¢
(vi) k q ] pag¢ k

keN
mensurdvel;

vii) Se (F,) é uma sequéncia de subconjuntos fechados do espaco R" entdo F, é
(vii) Se (Fy q j pag k

keN
mensurdvel;

(viii) Se (Ey) é uma sequéncia de subconjuntos L-mensurdaveis do espago R" tal que

U Ek) = lim £"(E;);
reN k—o00
(ix) Se (Ex) é uma sequéncia de subconjuntos mensurdveis do espago R" tal que

e

keN

E{CE,C...CE,C...entao L"

L"YE{)<oco0eE{DEy;D...DE;D...entao L"

Observacao 2.1 Seja o didmetro do conjunto E C R" definido por

diam(E) = |E| = sup{llx — ll; x, € E}. (2.4)

Para 6 > 0 dado, podemos restringir os hiper-retangulos {Ry; k € N} aos com didmetro
menor do que 6. Por exemplo, podemos sucessivamente bissecionar os lados do retdngulo

para obter retangulos com didmetros menores do que .
Exemplo 2.2 Todo conjunto enumerdvel da reta é mensurdvel.

De fato, seja E um conjunto enumeravel de R entao cada elemento de E € um
intervalo fechado do tipo [x, x] e como a unido de intervalos fechados é mensuravel

tem-se E é mensuravel. Além disso, £L!(E) = 0. [ |
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Em particular, o conjunto dos niimeros racionais Q é mensuravel. Além disso,
como seu complementar é o conjunto dos nimeros irracionais temos que este tam-
bém é mensuravel.

O conjunto de Cantor C é mensuravel, pois é a intersecao enumeravel de fecha-

dos de R. Além disso, £!(C) = 0.
Exemplo 2.3 O tridngulo de Sierspiriski é mensurdvel com L*(S) = 0.

De fato, S é mensuravel, pois é a intersecao enumeravel de fechados do espaco
3 3(3 3\f
R2. Aléem disso, £2(Sy) = 3 £2(Si1) = Z(Zﬁz(sk_z)) — = (Z) £2(S,). Como

1
S0D8;D...08D...e LSy = Etem—se

— lim £2(S;) = lim l(é)k—Ol
_k—><>o k _k—>002 4 -

L£2(S) = z:z[ﬂsk

keN

Note que o comprimento do tridngulo de Sierpifiski é infinito. De fato, £!(Sy) =

205 = 2200 Sa)) == (2) 21650 =3(2) - Assim,

3 k
1 _rl _ 1 1 _ 1 2\
L£YS)=c (}@Sk]_khrgﬁ (Sk)_]}ggo3(2) = co.

2.1.4 O Tapete de Sierpinski

A construcao do tapete de Sierpinski se inicia com uma regiao quadrada 9 de
lado unitario, que é dividida em nove regides quadradas menores cujos lados me-
dem 1/3 do lado de Qy (Figura[2.1). Extrai-se apenas a regido central, obtendo-se
Q1, que é formada entao por oito quadrados menores. Em cada um desses quadra-
dos menores, repete-se a mesma operagao para se obter Q,, que é constituida por
64 quadrados com lados que medem 1/27 do lado de Q,. Procedendo-se recursi-

vamente, obtém-se uma sequiéncia

Q929109 D:,
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com cada Qy é formado por 8F regides quadradas, similares & regido inicial, cu-
jos lados medem 1/3% da medida do lado do quadrado inicial Qy. O limite desta

sequéncia

é o Tapete de Sierpinski.

Figura 2.1: Tapete de Sierpinski
Fonte: Wikipedia.org

Exemplo 2.4 O tapete de Sierpiriski é mensurdvel com L*(Q) = 0.

De fato, Q é mensuravel, pois € a intersecao enumeravel de fechados do espaco
8 8(8 8\f
R?. Além disso, £(Qy) = ¢£7(Qx 1) = 5(51:2(9,(_2)) _ = (5) £2(Q,). Como
QyDQ1D...009rD...e L*(Qy) =1 tem-se

8 k
£2(0) = £2|()Qx |= lim £2(@) = lim () =om
keN
Nao é complicado verificar que o comprimento do tapete de Sierspinski é infi-

nito.

2.1.5 A Esponja de Menger

A construcao da Esponja se inicia com um cubo M, = [0,1] x [0,1] x [0,1],
dividindo-o em 27 cubos menores e congruentes, cujas arestas medem um tergo
da aresta do cubo inicial (basta para isso dividir cada aresta em trés partes iguais
e, pelos pontos de divisao, tracar planos paralelos as faces do cubo). Retiram-se
entao de M o cubo menor central e os seis cubos menores “dos centros das fa-
ces", de modo que, se olharmos a figura de frente a cada face de M, veremos um

quadrado “vazado". Obtém-se assim o “cubo" M, que é constituido entao por 20
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cubos menores, cujas arestas medem um ter¢o da medida da aresta de M,. Em
cada um dos 20 cubos menores repete-se entao a mesma operacao, obtendo-se as-
sim M,, que é formado por 400 cubos de arestas que medem um nono da medida
da aresta de M. Prossegue-se entao indefinidamente, gerando uma seqiiéncia

Myd>M;DMyD... D Mj..., cujo limite

é a esponja de Menger.

Figura 2.2: Construcao da Esponja de Menger
Autor: Marcos Monteiro Diniz

Exemplo 2.5 A esponja de Menger é mensurdvel com L3(C) = 0.

De fato, M é mensurdvel, pois é a intersecio enumerdvel de fechados do espago

b A 20 20 /20 20\K
R Al disso, (M) = 35£0801) = 377 (M) = = 53] M0 -
(%) . Como MO :)Ml D... DMk D... e£3(j\/l0) =1 tem-se

3 _ 3 3 _ 1 @)k_
e | (Y- m 2 - (39 o

Nao é complicado verificar que a area da esponja de Menger ¢ infinita.

2.2 Medida Hausdorff s-dimensional

Podemos definir no R"” uma medida, que generaliza a medida de Lebesgue (de-
finida em[2.3)), restringindo os retangulo Ry (dados em|2.2)) aqueles com diametros
menores do que um namero 6 > 0 dado e tomando poténcias s € R destes diametros

para depois fazer 6 suficientemente pequeno.
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Assim, podemos definir a seguinte medida exterior em R", conhecida como me-

dida Hausdorff exterior s-dimensional.

H'(E) = ginaﬁ;(}s), (2.5)
com
Hy(E)=inf) ) IRl EC Ry, Ril <5
k=1 keN

A medida exterior H restrita aos seus conjuntos mensuraveis ¢ uma medida
chamada medida Hausdorff s-dimensional e sera representada por H°.

Note que, estamos considerando todas as coberturas de E por conjuntos cujos
diametros sao no maximo 6 e minimizando a série de s-poténcia dos diametros.
Note também que, para E fixo, HE(E) € uma funcao de s e 0. Se a série em ([2.5))
diverge tomamos como infimo o valor co e portanto a fungao Hj assume valores
em [0,c0]. Em particular, para um s fixo, quando o6 decresce a fungao Hj cresce
porque uma cobertura {Uy} de diametro 6 também é uma cobertura de diametro
01 para qualquer 9; > 9. Deste modo podemos garantir a existéncia do limite.

Por convencao, definimos H°(E) interpretando (diam(E))° = 1 quando E é um
conjunto limitado e nio vazio e (diam(0))® = 0. Podemos considerar como co-
beertura de E conjuntos abertos U em evz do retangulo R, vamos chamar estas

coberturas de o-coberturas de E.

A medida Hausdorff generaliza a medida Lebesgue. Podemos mostrar que para
subconjunto do R", a medida Hausdorff n-dimensional é comparavel a medida
Lebesgue n-dimensional (veja [12], p.13 teorema 1.2]). Mais precisamente, se E é

um subconjunto Borel do R”, entao
H"(E) = c,' L"(E), (2.6)

sendo ¢, o volume da bola n-dimensional de diametro 1.

Exemplo 2.6 A medida Hausdorff 1-dimensional do conjunto de Cantor é zero, ou seja
HY(C) = 0;

(i1) a medida Hausdorff 2-dimensional do triangulo de Sierpiriski é zero, ou seja
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(iii) a medida Hausdorff 3-dimensional da esponja de Menger é zero, ou seja H3(M) =

De fato, usando (2.6) e os exemplos (2.1)), (??) e (2.5) os resultados seguem. |

A medida Hausdorff satisfaz as seguintes propriedades:

(i) E homogénea de grau s com relagio a dilatagao: H5(AE) = A H5(E), A > 0.

(ii) Se EcR"e ¢ : E — R" é uma funcao Lipschitz, isto é, ||ip(x) — p(p)|| <
Bllx—vll, VY x,veE entao H*(Y(E)) < B H*(E).
Note que, se 1 é uma isometria, isto é, ||i(x) — P(p)|| = ||x — ||, entao H*(P(E)) =

H*(E) e logo a medida Hausdorff é invariante por translacoes e rotagoes.

No seguinte exemplo mostraremos (como era esperado) que a medida Hausdorff

1-dimensional de uma curva simples é o comprimento da curva.

Exemplo 2.7 Seja a : [a,b] — R" uma curva injetora e continua. Entdo a medida de

Hausdorff 1-dimensional de a é o seu comprimento, ou seja, H'(a([a, b])) = € com

—sup{ZHa t)—a(t_)l;a=tg<t; < .<tm:b}.

De fato, ¢ facil provar que se [x,y] é o segmento que une os pontos x,y € R" entdo

Nyl =1y -«
Agora, paraa <t <s < bsejam:R" — R" aprojegio ortogonal sobre a reta que passa

por a(t) e a(s). Entdao 1 é uma fungao Lipschitz com constante 1 e logo
HY (a([t,5])) = H (o al[t,s]) = H ([a(t), a(s)]) = lla(s) - a(t)]

Portanto, para qualquer escolha a =ty <t; <...<t,, = b temos que
m
1
H (@(a,b]) = ) H(alte 1, ) Zna ) — ety )l =
i=1
Para provarmos a reciproca, vamos assumir { < co. Considere a funcdo comprimento
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de arco | : [a,b] — [0,{] dada por
m
I(t) = sup{lea(tk)—a(tk_l)ll; O=ty<t;] <...<t, = t}.
k=1

Vamos mostrar que 1(t) é continua. Como « é injetora temos que | é estritamente
crescente e logo tem inversa continua 1! : [0,£] — [a,b]. Note que a ol~! é uma
parametrizagdao da curva por comprimento de arco e logo é Lipschtz com constante 1.
Portanto,

H'(a([a,b])) = H (a o 171([0,£€])) < H([0,£]) =¢. W

2.3 Dimensao Hausdorff

Vamos relembrar a comparagao do processo de medir com a visualizagao de um
objeto por um microscopio que fizemos na introdugao deste texto: se a lente do
microscopio encontra-se muito proxima do objeto, a imagem enchera o visor e o
objeto aparecera muito grande para ser medido; se a lente esta muito longe, objeto
aparecera muito pequeno para ser medido. No foco ideal (ou seja, na dimensao do
objeto), a imagem estara ajustada e o objeto podera ser medido. Deste modo, pode-
mos usar, por exemplo, a medida Lebesgue para definir um certo tipo de dimen-
sdo, que ¢ o foco ideal. Por exemplo, £%((a,b]) = co, L!((a,b]) =b—a e L*((a,b]) =0
e, logo, a medida Lebegue 1-dimensional é o foco ideal para medirmos o intervalo
(a,b]. Porém, para a medida Lebesgue 1-dimensional o conjunto de Cantor é in-
visivel, ou seja, nao é detectado. Sera que podemos generalizar este conceito de
dimensao de tal modo que alguns conjuntos com medida Lebesgue n-dimensional
nula, olhados com este novo foco, sejam mensuraveis? Como a medida Hausdorff é
a generalizacao da medida Lebesgue, é natural usarmos esta medida para definir

esta dimensao, chamada dimensao Hausdorff.

Considere o conjunto E C R" e 6 < 1 fixos entao a medida Hausdorff H*(E) é uma

funcao apenas de s. Neste caso, para t > s e {U,} uma d-cobertura de E temos que
o0 (o) (ee)
Y U <) U IURE <€ ) (U
k=1 k=1 k=1
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e tomando o infimo tem-se H}(E) < 6" *H3(E).
Agora, fazendo & — 0 observamos que se H*(E) < co entao H'(E) = 0 e se H'(E) >
0 temos que H*(E) = co. Deste modo, o grafico de H*(E) é uma funcao do tipo

escada com um tnico ponto de descontinuidade.

Isto implica que existe um valor critico sy € [0, 0] tal que

oo se §s<5
H(E) =
0 se s>sg

O valor critico sy € chamado dimensao Hausdorff do conjunto E e representa-se

por dimyE. Assim, por defini¢ao, temos que
dimyE = sup{s; H°(E) = oo} = inf{s; H*(E) = 0}

Note que se 0 < H* (E) < co para algum s* entdo s* = dimyE. Em geral, nada
podemos afirmar sobre a medida H*°(E) que pode ser zero, um numero positivo
ou co. Quando 0 < H*(E) < oo dizemos que E é um s-conjunto.

A dimensao Hausdorff satisfaz as seguintes propriedades:

Monotonicidade: Se E C F entao dimyE < dimyF. Isto é consequéncia imediata
da seguinte propriedade de medida: H*(E) < H*(E) para todo s.
Estabilidade enumeravel: Se {E;} é um seqiuiéncia enumeravel entao
dimH(U Ei] = sup {dimyE;}.
i=1 =
Conjuntos enumeraveis: Se E é enumeravel entdo dimyE = 0. De fato, se E; é

fomado por um tnico ponto entao H°(E) = 1 e dimyE; = 0, usando a propriedade
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de estabilidade enumeravel dimy | J;2, E; = 0.

Conjuntos Abertos: Se E C R" é um aberto entao dimyE = n. De fato, como E
contém uma bola de n-dimensional volume positivo temos que dimyE > n. Mas E
é a reuniao enumeraveis de bolas, portanto pela propriedade estabilidade enume-
ravel é imediato que dimyE = n.

Conjuntos regulares: Se E é uma variedade do R” (ou seja, uma superficie
continua e diferenciavel) entao dimyE = m com m < n. Em particular, curvas
regulares tem dimensao Hausfdorff igual a 1 e superficies regulares tem dimensao
Hausfdorff igual a 2.

Bi-Lipschitz: Se f: E Cc R" — R™ é uma fung¢ao bi-lipschitz, isto é, para cy,c,
constantes positivas tem-se c1||x — p|| < ||f (x) — f ()|l < czllx — ]|, entdo dimpy f(E) =
dimyE.

Voltando a comparagao com o microcdpio, agora nosso foco ideal é a dimen-
sao Hausdorff e esperamos que alguns conjuntos com medida Lebesgue nula, tal
como o conjunto de Cantor, possam ser detectados pela dimensao Hausdorff e sua

medida possa ser calculada.

No que segue, calcularemos a dimensao Hausdorff de alguns conjuntos dire-
tamente da definicao. Em geral, nao é facil determinar este valor mesmo para
subconjuntos do R". Podemos facilmente obter uma cota superior da dimyE esco-
lhendo adequadamente a o-cobertura, a dificuldade aparece quando vamos calcu-
lar a cota inferior, pois devemos considerar todas as coberturas de E. Porém, no
caso unidimensional a situagao é relativamente simples. De fato, note que a defini-
¢ao de 6-coberturas nao perde a sua generalidade se considerarmos uma sequéncia
{Ux} de conjuntos fechados e conexos como cobertura, logo basta considerarmos
sequéncias de intervalos fechados de comprimento menor ou igual a 6 para cobrir

um subconjunto E de R.

Nosso primeiro exemplo é o conjunto de Cantor C. O conjunto de Cantor é um
dos raros conjuntos cuja medida Hausdorff podemos calcular e a sua dimensao foi

calculada pela primeira vez em 1919 por F. Hausdorff em seu famoso trabalho.

Exemplo 2.8 A dimensdao Hausdorff do conjunto de Cantor C ésy =1In2/In3 (= 0.63092)
e a medida de Hausdorff H*°(C) = 1.
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De fato, sabemos que o conjunto de Cantor C é dado por C = ﬂ Cy, sendo Cy a unido
k=1

de intervalos fechados disjuntos de comprimento 37%. Assim, podemos considerar Cy

uma cobertura de C e para 6 > 375 obtemos

k
H¥(C) = lim H5(C) < lim 2 (37%)° = lim (%) _

0—0 k—o0 k—c0

Mas
1 2k—o 2 1
ki%(?) B 5 §< ’
2\ 2
fim () =1 s 5=,
2\ 2
(2 o o 2o

o2 s In2 In2 | )
Entdo — =1 =1n2 =1n3" = s = —. Portanto, temos que sy) = — € 0 niimero
38 In3 In3

candidato a dimy C. Note que para sy = In2/In3 temos que H**(C) < 1. Entdo para
provarmos que s é a dimensao Hausdorff de C basta mostrarmos que H*°(C) > 0( ou

H(C) > 1). podemos encontrar a prova que H*°(C) > 1 em [12, p.14]. |

Exemplo 2.9 A dimensio Hausdorff do espago euclidiano R" é n.

2.3.1 Dimensao Topolégica e dimensao Hausdorff

No espaco R" a relagao entre dimensao topoldgica e dimensao Hausdorff é que a
dimensao topoldgica é sempre menor ou igual a dimensao Hausdorff, ou seja, dimp X <
dimyX.(veja [8, p. 155]).

Se estas dimensoes sao diferentes entao a dimensao Hausdorff é sempre maior e
pode ser um nimero nao inteiro. Como mencionamos anteriormente, Mandelbrot

usou este resultado para dar a seguinte defini¢ao de fractal:
Definicaoo 2.1 Dizemos que o conjunto X é um fractal se dimpX < dimpgX.

De acordo com a defini¢ao [2.1| conjuntos familiares tais como segmentos de reta
e os poligonos da geometria euclidiana nao sao fractais. O conjunto de Cantor

¢ um fractal, pois sua dimensao topoldgica é zero e a sua dimensao Hausdorff é

In2/1n3.
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Existem conjuntos “muito irregulares” que nao sao fractais segundo a defini¢ao

2.1}, por exemplo, o grafico Gy da funcao Takagi T(x) = Zz,b(Z”x)/Z” com P(x) =
n=0

d(x,Z) a distancia entre x e o inteiro mais proximo de x.

De fato, sabemos que o grafico de qualquer fun¢ao continua tem dimensao to-
poldgica igual a dimensao topoldgica do dominio da fungao (veja exemplo|1.11).
Além disso, podemos mostrar que dimyGr = 1. Logo, dim7 Gy = dimy Gy = 1.

Assim, T(x) é exemplo de uma funcao continua que nao tem derivada em ne-
nhum ponto e portanto, o seu grafico é um conjunto com um certo “grau de irre-

gularidade", que nao é um fractal segundo a defini¢ao|2.1

Figura 2.3: Grafico da fung¢ao Takagi
Fonte:Wikipedia.org

O exemplo acima mostra que para dar uma definicao de fractal, que seja mais
abrangente do que a defini¢ao dada por Mandelbrot, precisamos investigar outras

propriedades destes conjuntos tais como: autossimilaridade e estrutura fina.

2.4 Dimensao por contagem de caixas

Sejam € > 0, E um subconjunto compacto do R"” e N(e) o menor numero de

caixas (bolas de diametro €) necessarias para cobrir E, ou seja,
N
N(e)=min{ N; 3By, B,,..., By bolas com diametro e tais que E C UBi}' (2.7)
i=1

Como E é compacto entao tem coberturas finitas, vamos considerar o nimero

de caixas em cada uma destas coberturas sem levar em conta como elas cobrem E.
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Por exemplo, para E = [0, 1] temos que as caixas sao intervalos abetos de diametro

€ e podemos considerar as seguinte escolhas:

€ 1/2 | 1/3 | 1/4|1/5
N(e)| 2 3 4 5

1
Observe que N(e) = - Agora, para E =[0,1]x[0,1] temos que as caixas podem

ser quadrados de lado € e podemos considerar as seguintes escolhas:

e |1/21/3]|1/4]1/5
N(e) | 22 | 32 | 4% | 5°

1 2
Observe que N(e) = (2) . Para o caso E =[0,1]x[0,1]x[0,1] temos que N(¢€) =
n

1\’ 1
(—) . Para o caso E =[0,1]" teremos N(€) = (—) . Note que a relacao entre N(e) e
€ €

1/€ é uma lei de poténcia.

Estamos interessados na taxa de crescimento de N(e€) quando € — 0. Se E é um
conjunto finito entdo N(e) = C, com C uma constante. Se E ¢ uma curva "regular"
entao N(e) = C/e. Analogamente, se E é uma m-dimensional superficie "regular"
entdo N(e) ~ C/e™. A idéia é que para conjuntos n-dimensionais “usuais" do R”"
tenhamos N(e€) = /e". Note que o indice n é igual a dimensao topologica de E e é
dado por n = InN(e)/In(1/€).

Deste modo, podemos definir uma dimensao obtida por uma escala €. Para cada
€, medimos o conjunto ignorando as “irregularidades" dos tamanhos menores que
€ e analisamos como esta medida se comporta quando € — 0. Em geral, a dimensao
de E é determinada por uma lei de poténcia satisfeita por N(e) quando € — 0. Se
C e s sao constantes e

N(e)~ C(1/¢)’®

podemos dizer que E tem dimensao s e que E tem s-dimensional medida igual a C.

Tomando o logaritmo e fazendo € — 0 obtemos

5 InN(e)
~ e In(1/e)
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A motivagao acima sugere a seguinte definicao de dimensao, conhecida como

dimensao por contagem de caixas:

Defini¢aoo 2.2 Sejam E qualquer conjunto nao vazio e limitado do R" e N(e) dado

por (2.7). A dimensdo por contagem de caixa de E é definida por

dimgE = lim
e—0

(lnN(e))

In(1/€) (2.8)

quando o limite existe.

A dimensao por contagem de caixas também é conhecida como textitentropia
Kolmogorov ou dimensdo Minkowsky.

Se o limite nao existe, podemos definir dimensao por contagem de caixas
inferior(representada por dimyzE) e superior (representada por dimgE) como,

respectivamente, os limites

e—0

lim [InN(e) e Tm InN(e)
e — 0\In(1/¢€) In(1/¢) )
Exemplo 2.10 A dimensdo por contagem de caixas do conjunto de Cantor C éIn2/In 3.

De fato, usando as coberturas Cy de C que sdo formadas por 2* intervalos fechados de

didmetro 37% e tomando 371 < e < 37 obtemos N(e) < 2% entdo

S— —InN(e) —— In2¥ In2
dimpC = lim {0 S 361 ~ I3

Por outro lado, usando a contrugdo de C temos que qualquer intervalo de comprimento

e com 371 <€ <37 intercepta no maximo um dos intervalos Cy de comprimento 37

, mas existem 2 intervalos Cy e portanto pelo menos 2 intervalos de comprimento e
In2

sdo necessdrios para cobrir C. Logo N(€) > 2 e conseqiiéntemente dimyC > 3
n

Exemplo 2.11 O conjunto E = {0} U{1/k; k € N} tem dimensdo por contagem de caixas
é1/2.
De fato, dado € > 0. Note que a distancia entre 1/k e 1/(k + 1) satisfaz

[N S SR
k k+1 k(k+1)  (k+1)
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Assim, escolhendo n tal gue —— <e < ————
M 22 (n+1)2
1 1

5 sdo necessdrios pelo menos n intervalos de comprimento €. Logo,
n

vemos que para cobrir os pontos

1
N(G)ZﬂZ;—Z,

o que implica dimgE > 1/2.

1 1 1
Por outro lado, escolhendo n tal que — < € < ——— cobrimos o intervalo [0,—]
n2 (n—1)>2 n

1
com n intervalos de comprimento € e cobrimos os pontos restantes 1,5,..., 1 com
n —
n—1 intervalos. Entao,
1 2
N(e)Sn-l—(n—l):Zn—l Sz(mﬁ'l)—l :mﬁ'l,
o que implica dimgE < 1/2. [ |

O exemplo (2.11) ilustra uma indesejavel propriedade da dimensao por conta-

gem de caixas: um conjunto enumeravel nao ter dimensao zero.

A funcio dimy satisfaz as condicdes estabelecidas na nossa definicao de dimen-
sao quando substituimos a propriedade de “estabilidade enumeravel" por “esta-
bilidade finita" e a propriedade de invariancia é obtida na subclasse das fungoes
bi-Lipschitz.

Como ja foi mencionado, nao é muito facil calcularmos a dimensao Hausdorff de
um conjunto, mas é possivel obter estimativas bastante interessantes usando a di-
mensao por contagem de caixas. Por exemplo, se considerarmos apenas coberturas

por bolas de diametros iguais obtemos a seguinte estimativa:
Proposicao 2.1 Se E C R" entdo dimpyE < dimE.
Prova: Escolha uma sequiéncia €, — 0 tal que

lim
k—o0

(lnN(ek)

1 S
Se s > dimgzE entdo N(eg) < (e_) para k suficientemente grande. Seja {B;} uma
k
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cobertura de E de N(€x) bolas de diametros €, entao

HE(E)< ) IBif = eiN(e) <1,

logo quando k — co tem-se H*(E) < 1. Como isto vale para qualquer s > dimE,

segue que dimyE < dimE. H

2.5 Dimensao Hausdorff de graficos de fungoes

Uma importante classe de fractais estudada atualmente € a dos graficos de fun-
¢Oes reais continuas. A maior parte dos exemplos estudados atualmente é formada
por fun¢oes que sao descritas através de séries de fung¢des absolutamente conver-

gentes, como as fungoes de Weierstrass:
W(t) = ZA(S_Z)isen(/\it) , (2.9)
i=1

comA>lel<s<?2.

O calculo da dimensao Hausdorff de tais graficos é dificil e em varios casos, como
no das func¢oes de Weierstrass, nao foi ainda realizado. No entanto, a obtencao da
dimensao por contagem de caixas, quando possivel, fornece um majorante para a
dimensao Hausdorff do grafico (veja proposicao|2.1].

E importante ressaltar que ha gréaficos considerados fractais ainda que sua di-
mensao Hausdorff coincida com sua dimensao topologica (que, conforme visto no
exemplo éiguala1). E o caso, por exemplo, do grafico da funcao f :[0,1] —» R
definida por

f(x) — Zz—i(i—l)—lA(zi(i+1)+1x) , (210)
i=1

com A(x) = inf{|x — n| : n € Z} representa distancia de x ao inteiro mais préximo
(ver Fig.|[2.4) Neste caso, pode-se mostrar que, além de o grafico possuir dimensao

Hausdorff 1, ele possui localmente medida unidimensional infinita (veja [[14]).

Ha exemplos também de fungdes continuas cujos graficos possuem dimensao
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Figura 2.4: Grafico da fungao 2.10|)

Autor: Marcos Monteiro Diniz

Hausdorff 2, como por exemplo a funcao (veja [25]]).
g(x) = Zz—iA(zzix) , (2.11)
i=0

cujo grafico é apresentado na Fig.
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0.0 0.25 0.5 0.75 1.0
X

Figura 2.5: Grafico da fungao (2.11).
Autor: Marcos Monteiro Diniz

No que segue, apresentamos, sem demonstracao, dois resultados sobre funcdes
Holder-continuas que tém por consequéncia a determinacao da dimensao por cai-

xas da funcao de Weierstrass (2.9). Para maiores detalhes consulte [11]].

Teorema 2.3 Seja f:[0,1] —» R uma fungao. Se existirem ¢>0,0>0e0<a <1, tais
que

lr—t|<o=|f(r)— f(£)] < clr—t|%, (2.12)
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entao

dimy(Grafy) < dimp(Grafs) <2 -a.

Teorema 2.4 Sejam f:[0,1] — R uma fungao continua, c>0, 6,>0e 0 < a <1, tais

que, dados t €[0,1] e 0 < 0 < delta,, existe u € [t —6,t + 6] com

f(8) = f ()] = co.

Entao

dimg(Grafr) 22 -a.

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema [2.3]é que funcdes Lipschitzianas (fun-
¢Oes para as quais a condi¢ao vale para a = 1) possuem dimensao Hausdorff
1. De fato, o Teoremanos diz que em tal caso dimp(Grafs) < 1. Como sabemos
que toda fungao Lipschitziana é necessariamente continua, temos que a dimensao
topoldgica do grafico coincide com a dimensao do dominio [0,1], segue portanto
que dimpy(Grafs) > dimp(Graff) = 1. Portanto dimpy(Grafy) = 1. Em particular,
funcoes diferenciaveis, com derivada limitada, possuem dimensao Hausdorff 1.

Outra decorréncia do Teorema e do fato de as funcoes de Weierstrass
satisfazerem a condi¢ao de Holder para a = 2—s é a seguinte

Proposicao 2.2 Seja W:[0,1] — R a fungdao dada por

W(t) = Z/\(s_2)isen(/\it) , (2.13)
i=1

onde A >1e1<s<2. Entdo dimg(Grafy) < s.

Proposi¢ao 2.3 Seja W:[0,1] — R a fungao dada por
W(t) = Z)\(S_z)isen(/\it) ,
i=1

com A>1el<s<2. Entdo, se A é suficientemente grande, dimyz(Grafy) > s.

Uma consequiéncia imediata dos ultimos dois teoremas é a determinacao da di-

mensao por caixas das fun¢oes de Weierstrass, para A suficientemente grande:
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Corolario 2.1 Seja W:[0,1] - R a fungdo dada por
W(t) = Z/\(S_z)isen(/\it) ,
i=1

com A>1el<s<2. Entdo, se A é suficientemente grande, dimg(Grafy) = s.

Observe que a Proposi¢ao[2.2]fornece um majorante para a dimensao Hausdorff

do grafico de uma funcao de Weierstrass. De fato, como
dimy(Grafy) < dimg(Grafy) < dimp(Grafy)
segue que
dimg(Grafy) <s

Conjectura-se que a dimensao de Hausdorff de uma funcao de Weierstrass seja
exatamente s, mas até o presente momento as tentativas de demonstragao desse

resultado nao obtiveram éxito. Abaixo sao exibidos os graficos das fungoes

W,(t) = i(S,S)(S_Z)isen((?),S)i t),

i=1

paras=1,1,3, 1,5e1,8.

4 4

34 3_-
24 2——
14 1_-
0~ 0+
1 f]—-
24 2]
34 -3
4 4—
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Figura 2.6: Grafico das funcoes W;.
Autor: Marcos Monteiro Diniz

2.6 Linha do tempo

Emile Borel

Fonte: Wikipedia.org

Matematico francés, em 1895 introduziu o conceito de medida para especificar

o tamanho de conjuntos.
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Henri Lebesgue

Fonte: Wikipedia.org

Matematico francés, em 1901 desenvolveu a teoria da medida como suporte para

a teoria de integracgao.

Constantin Carathéodory

Fonte: Wikipedia.org

Matematico alemao, em 1915 generalizou o trabalho de Lebesgue e introduziu a

medida s-dimensional para s inteiro.

Felix Hausdorff

Fonte: Wikipedia.org

Matematico alemao, em 1919 mostrou, em seu famoso artigo, que a medida de
Carathéodory fazia sentido para s fracionario e mostrou que o conjunto ternario de
Cantor tem medida (In2/1ln3)-dimensional finita e positiva. Em sua homenagem

tais medidas sao chamadas medidas Hausdorff.
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3 AUTOSSIMILARIDADE

Neste capitulo usaremos uma propriedade chamada autossimilaridade para es-
timar a dimensao Hausdorff de alguns conjuntos. De um modo muito simples, um
conjunto € autossimilar se é formado por cépias de si mesmo. Por exemplo, o con-
junto de Cantor é a uniao de duas copias similares de si mesmo e a curva de Koch

¢ formada por quatro copias similares.

3.1 Construcao por autossimilaridade

Podemos construir um objeto autossimilar reduzindo (ou ampliando), rodando
e/ou transladando este objeto. Por exemplo, considere um quadrado Q unitario, se
queremos reduzir este quadrado a metade (fator de reducao 1/2) devemos “trans-
formar" todos os pontos deste quadrado em novos pontos cujas coordenadas se-
rao a metade das coordenadas dos pontos originais (veja figura[3.1). Se queremos
transladar Q duas unidades a direita da sua posicao inicial devemos “transformar"
todos os pontos de Q em novos pontos cujas coordenadas serao as coordenadas

originais mais duas unidades. Como podemos descrever estas transformacgoes?

Bs..

Figura 3.1: Reducao

Autora: Giordanna De Gregoriis

Por exemplo, se P = (x,y) ¢ um ponto de Q, para reduzirmos Q a metade trans-
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y

formaremos P = (x,y) no ponto P, = (xq,y;) tal que x; = ; ey = > Podemos

representar esta transformagao do seguinte modo: f(x,y) = (g, %)

O mesmo vale para a translagdao. Transformaremos o ponto P = (x,y) no ponto
P; = (x1,y1) tal que x; = x+2 e y; = y. Esta transformacao tem a seguinte represen-
tacao: fr(x,v) =(x+2,9).

Agora, se quisermos rodar Q um angulo 6° no sentido anti-horario, cada ponto
P = (x,y) de Q deve ser transformado no ponto P; = (x1,y;) tal que x; = x cos6 —
ysenb e y; = xsen +p cos O (veja figura[3.2). Esta transformacdo tem a seguinte

representacao: f3(x,y) = (x cos —ysenf,xsend +y cosO).

B s @ e

Figura 3.2: Rotagao
Autora: Giordanna De Gregoriis

Triangulo de Sierpinski
Vamos construir o tridngulo de Sierpinski usando transformagoes autossimila-
res.

Seja §; a regiao triangular formada por um triangulo equilatero com vértices
(0,0), (1/2,1) e (1,0) e o seu interior. Observe que &; é formado por trés copias de

Sy do seguinte modo:
i) 1% copia: Sy reduzido a metade;

1
ii) 2% copia: Sy reduzido a metade e transladado 5 paraa direita;

- . 1 . 3 .
iii) 3% copia: Sy reduzido a metade e translado 7 paraa direita e — paracima.

Se P = (x,y) sao pontos do S, podemos representar a regra de iteragao por:

. L X

i)1%copia fl(x,y):(z,%);

.. .. X 1 x 1

11)2acop1a: fz(x,y):(E,%)+(§,O):(E+E’%); (3.1)
e od g X 1 V3) [x 1 V3

1) 3teopia f3<"'?>:(z*§)+(z'z):(§+z'§+7)'



Aplicando as etapas acima recursivamente construiremos uma sequéncia
{Sk, k € N} de figuras. Chamaremos as etapas (i), (ii) e (iii) de "regra de iteragao".
Note que cada figura da sequéncia {S;, k € N} é formada por trés copias reduzi-

das da figura anterior. Se Sy € a figura gerada na k-ésima iteragao temos que
Ska1 = fi(S) U f2(Si) U f3(Sp)-

Por exemplo, &, = f1(S1)U f2(S1) U f3(51).

Curva de Koch

Vamos construir a curva de Koch usando transformacgoes autossimilares.

Seja I um segmento unitario e a seguinte regra de iteracao:

i) 1% copia: Iy reduzido %;

ii) 2% copia: Iy reduzido %, girado 60° no sentido anti-horario e transladado %
para a direita;

iii) 3% copia: I reduzido %, girado 60° no sentido horario, transladado % paraa
direita e AL para cima;

6

iv) 4% copia: I reduzido % e transladado % para a direita.

Se P = (x,y) sao pontos de I, podemos representar a regra de iteragao por:

i) 17 copia: fi(x,9) = %(w);

ii) 2% copia:

Hx9)= %(XCOS(%)—ysen(g),xsen(g) +ycos(§))+ (%, O);

iii) 3% copia:
f3(x,v) = ! (xcos( n) sen( n) xsen( n)+ cos( n))+ L V3 ;
W=y 3)7 5T 377 T3)) M\ 2 e )
. - 1 2
iv) 1% copia: fy(x,v) = g(x,y) + (3,0).
Aplicando a regra de iteragao da curva de Koch recursivamente construiremos
uma sequeéncia {K;, j € N} de figuras.

Observe que cada figura da sequéncia {K;, j € N} é formada por quatro copias

reduzidas da figura anterior. Por exemplo, K, tem quatro copias de Ky, e portanto,
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1
z 2 . 7 s .
é formada por 4° segmentos de comprimento 37 Também K5 tem quatro copias

de K, (ou 4% copias de K;) e é formada por 43 segmentos de comprimento A

5
figura limite desta sequéncia é chamada curva de Koch. ’
As fungoes f; que formam a regra de iteragao da curva de Koch ou do triangulo
de Sierpiniski sao chamadas sistema de fungoes iteradas-IFS com fator de redugao c;
(1/2 para o triangulo de Sierpiniski e 1/4 para a curva de Koch). A figura limite de

um sistema de fungoes iteradas é chamada atrator ou conjunto autossimilar.

3.2 Sistema de fungoées iteradas

Uma funcao f : R" — R" é chamada contragio se existe uma contante 0 < c < 1

tal que

1/ (x) = f @)l < cllx =yl

para todo x,y € R™.

Em outras palavras, uma func¢ao é uma contracao se é Lipschitz (de grau 1) com

constante ¢ menor do que 1.

Se a igualdade é valida, f é chamada similaridade e ¢ é chamada de razado da
similaridade f. Uma consequéncia imediata de f ser uma similaridade é que pre-
serva distancias. Isto por sua vez implica que, qualquer que seja s > 0, H*(f(E)) =
cH*(E).

Uma familia finita de similaridades {fi, f>,..., f;}, com m > 2, é chamada um
sistema de fungoes iteradas (representaremos por IFS). Um subconjunto compacto e

nao-vazio K de R"” é autossimilar (ou atrator ou conjunto invariante para IES) se

A propriedade fundamental que um IFS é que tem um unico atrator. Isto signi-
fica que o conjunto autossimilar K é completamente caracterizado como o atrator
do sistema de fungoes {fi, f,,..., f}. Esta propriedade é enunciada no seguinte

resultado (veja prova em [10}, p.124, teorema 9.1]
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Teorema 3.1 Dada uma familia de m similaridades {f,, f5,..., fu}, m > 2, entdo existe

um tinico conjunto autossimilar K.

Por exemplo, o triangulo de Sierpiniski S dado por

S =f(S)U L(S)U f5(5),

é o atrator para as IFS {f, f,, f3} dadas em (3.1).

3.3 Dimensao por similaridade

Nosso interesse nesta secao é determinar a dimensao Hausdorff de conjuntos
autossimilares. Para isto vamos definir a dimensao por similaridade de um IFS e

determinar sua relacao com a medida Hausdorff.

Dado um sistema de fungoes iteradas {fi, f>,..., fu}, m > 2 como razoes de simi-
laridade ¢;, 1 <i < m, a dimensao por similaridade do correspondente conjunto

autossimilar K é a raiz positiva da equagao

c?=1. (3.2)

m
i—1

1

Representaremos esta raiz por dimgK. Embora dimsK seja chamada de dimen-
sao, nao define uma dimensao no sentido que adotamos neste texto. Usaremos
este nome por que, sob certas condigoes, este valor sera maior do que a dimensao

Hausdorff do atrator K.

cf estritamente decrescente (sua deri-

m
Por outro lado, sendo a funcao d —
=1

1

m
vada d — Zcf Inc; é fungao estritamente negativa), a equacao (3.2)) determina d
i=1

univocamente.

A dimensao por similaridade esta relacionada com a dimensao Hausdorff do

seguinte modo:

Teorema 3.2 Se K é um conjunto autossimilar entdo dimyK < dimgK.
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Como mencionamos anteriormente, obter uma cota superior da dimensao Haus-
dorff nao é muito complicado, o problema encontra-se na determinagao da cota
inferior. Neste sentido, € muito importante sabermos quando a igualdade dada no
teoremaé satisfeita. Para isto, suponha que d = dimy K, 0 < H%(K) < oo e existe

uma “certa condi¢ao" (que depois sera esclarecida) tal que

- iud(ﬁ(K)) = icfHd(K) = H4(K) icf. (3.3)

HY(K) = Hd[Ufz«K)
i=1

Logo, equacao (3.3) implicarda que dimy K devera necessariamente satisfazer a
equacao (3.2). Portanto, a dimensao Hausdorff que, em geral, é dificil de ser obtida,

pode ser calculada resolvendo-se a equagao (3.2).

Embora o calculo efetivo da raiz positiva d de (3.2), em geral, seja complicado,
pelo menos em teoria, é apenas uma questao computacional obtermos boas apro-
ximagoes deste valor.

A condigao necessaria para obtermos esta igualdade chama-se condigdo de con-
junto aberto e é a seguinte: dizemos que o conjunto de similaridades {fi, f>,..., fi}
satisfaz a condicdo de conjunto aberto se existe um conjunto nao vazio e limitado V

tal que

V:)Uﬁ-(V) e HiV)NF(V)=0,i=].

i=1
A condicao de conjunto aberto “controla as interse¢oes" das imagens f;(V') das

similaridades e garante que estas interseg¢oes “nao sao muitas". Em resumo,
Teorema 3.3 Para o conjunto autossimilar K definido por um sistema de fungoes itera-

das que satisfaz a condigao de conjunto aberto temos que dimygK = dimgK.

3.3.1 Calculando Dimensao por autossimilaridade

Agora, calcularemos a dimensao Hausdorff de alguns fractais aplicando o teo-

rema[3.3]

47



O conjunto de Cantor ternario

Considere o segmento unitario Cy, entao para gerarmos o conjunto de Cantor

por construcao de auto-similaridade usamos a seguinte regra de iteragao:
. - 1
i) 1% copia: Cy reduzido 3
.. L 1 2 .
ii) 2% copia: Cy reduzido 3 e transladado 3 a direita.

Entao, as fungdes de similaridades do conjunto de Cantor sao

X+ 2

k) =3 e folx) =5

Observe inicialmente que a imagem do intervalo Cy = [0,1] por f; e f, sao res-
pectivamente [0,1/3] e [2/3,1], exatamente os dois intervalos disjuntos cuja reu-
nido fornece o conjunto C;, de modo que C; = f;(Co) U fo(Cp). E facil ver também
que f1(Cy) =1[0,1/9]U [2/9,1/3] e que f»(Cq) = [2/3,7/9] U [8/9,1], de modo que
Cy = f1i(C1) U fo(Cy). Essas identidades sugerem a identidade geral (veja prova em
[8])

Cinr = 1(CU F(C)) (3.4

Pode-se mostrar também a autossimilaridade do conjunto ternario de Cantor
(veja [8, p. 6]):
C=H(C)V f(C).

E facil verificar que o aberto V = (0,1) satisfaz a condicdo conjunto aberto e
portanto a dimensao Hausdorff de C coincide com sua dimensao por similaridade.

Como f; e f, sao ambas similaridades de razao 1/3, a dimensao é dada pela equagao
1 S 1 S
=] +lz) =1,
( 3 ) ( 3 )

2 solucio és = 2 L 06309
cuja solucao és=——~0, )
J ¢ In3
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O Tapete de Cantor

O tapete de Cantor é o produto cartesiano de duas cépias do conjunto triadico
de Cantor. Sua construgao ¢ similar a do tapete de Sierpinski, iniciando-se com
uma regido quadrada Cy x Cy, que é dividida em 9 regides quadradas menores cu-
jos lados medem 1/3 do lado de Cy x Cy (Figura . A diferenca se da no fato de
que retiramos nao apenas o quadrado menor central, mas também os outros quatro
quadrados menores que “nao se encontram nos cantos'de Cy x Cy. Obtém-se assim
Cy xCq, que é formada entao por 4 quadrados menores (exatamente “os dos can-
tos"). Em cada um desses quadrados menores, repete-se a mesma operagao para se
obter C, x C;, que é constituida por 16 quadrados com lados que medem 1/27 do

lado de Cy x Cy. Procedendo-se recursivamente, obtém-se uma seqiiéncia
C()XCO DCl ><C1 :)Cz XCZ D,

com cada C; x C; é formado por 4’ regides quadradas, similares a regiao inicial,
cujos lados medem 1/3' da medida do lado do quadrado inicial Cy x Cy. O limite

desta sequiéncia

Coo X Coy = ﬂc,- xC;
ieN

é o tapete de Cantor.

Figura 3.3: Etapas da construgao do tapete de Cantor
Autor: Edilson Neri Junior
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O tapete de Cantor C xC € o conjunto autossimilar determinado pelo sistema de

funcgoes iteradas {fi, f», f3, fa}, com f; dadas por

e = (52)
o) - (31
o) - (3344
o) = (545

Como o aberto (0,1)x(0, 1) C R? satisfaz a condi¢do de conjunto aberto e o sistema
de funcoes iteradas é constituido por quatro similaridades de razao 1/3, segue do

teorema [3.3|que a dimensao Hausdorff é dada pela equagao
1y 1y (1 (1Y
- - - Z) =1
(3) +(3) +(3) #(5) =

In4
i lucaoés=—=1,2619.
cuja solugao é s 3

O Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski é o atrator determinado pelas trés seguintes similari-

dades de razao 1/2:

Aty = (52)
o = (04
o - (54+1)

E facil verificar que o interior do tridngulo inicial Sy da construgao do Triangulo
de Sierpinski (veja secao [1.2.1) é um aberto que satisfaz a condicao de conjunto

aberto e que portanto a dimensao Hausdorff é dada pela equacao
1y (1 1y
ORORORE
2 2 2
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) _, In3
cuja solugao é s = — ~ 1,5850.

In2

O Tapete de Sierpinski

O Tapete de Sierpinski é o atrator determinado pelas oito seguintes similarida-

des de razao 1/3:

G ()
(D0 =) (o)
0433 aen=(52)+ 2
= (G232 = (5 32)

E facil verificar que o interior do quadrado inicial da construgao do Tapete de
Sierpinski (veja se¢ao|2.1.4) é um aberto que satisfaz a condicao de conjunto aberto

e que portanto a dimensao Hausdorff é dada pela equacao

cuia solucio é s = 8 L1 892
uja solu¢aoes=——=1, .
J ¢ In3

O Tetraedro de Sierpinski

O Tetraedro de Sierpinski é o atrator determinado pelas quatro seguintes simi-

laridades de razao 1/2:

filx,v,2) = (g%g)
falx,v,2) = (g}%}g_'_%)
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Como o interior do tetraedro inicial 7, um aberto que satisfaz a condicao de

conjunto aberto temos que dimy 7 é dada pela equagao

L\ (1 1y (1Y
HRERORGR:
2 2 2 2
cuja solucao é s = 2 e é inteira!
Observe que apesar da dimensao Hausdorff de 7 ser um namero inteiro, satisfaz

a condicao de Mandelbrot de que a dimensao Hausdorff seja estritamente maior

que a dimensao topolodgica (pois a dimensao topologica do Tetraedro é 1).

A curva de Koch

A curva de Koch é o atrator do sistema de fun¢des iteradas dado pelas similari-

dades
i = (34)
fg(X,}/') = (x y\/_ 1 \/_3;+}))
o) = (x+y\/— 1—x\/_+y \é_)
e = (5022

Seja V o interior do losango cujos vértices sio (0,0), (1/2,V3/6), (1,0) e
(1/2,—\/5/6). Verifica-se facilmente que V satisfaz a condicao de conjunto aberto.
Como o sistema é formado por quatro similaridades de razao 1/3 temos a dimensao

- ’

n
ja solu¢ao és=—=1,2619.
cuja solugdo és =1 —
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A esponja de Menger

A Esponja de Menger ¢é o atrator do sistema de fungoes iteradas

Trata-se de um sistema com vinte similaridades de razao 1/3 ¢
rificar que o interior do cubo de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0),
(1,0,1),(1,1,1) e (0,1,1) satisfaz a condicao de conjunto aberto e po

sao Hausdorff é dada pela equagao

1

3

20( )

L,

In20
cuja solugao é s = - ~2,7268.
In3

Koch-Neri

Agora daremos um exemplo de uma variacao da curva de Koch p

=323 pwea=(3L50)

por- (S5 sG55

flxpa =355 fwa=(3555)
pea-(EL 3 wea-(05)
=[R2 - (LI,
f13(xy%z):(x;2%,§); f14(x1%2):(x;2%,¥);
-2 aesn-(S2 L
e =(E 22, s -(2E52.3)
|

ada. E facil ve-
(0,1,0), (0,0,1),

rtanto a dimen-

ara qual a equa-

¢ao[3.2lndo tem solugao direta. Este fractal foi apresentado por Edilson Neri, aluno
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da turma de 2006 do curso de Licenciatura em Matematica da UFPA, no seu traba-

lho de conclusao de curso [18] e chama-se Koch-Neri em sua homenagem.

A curva de Koch-Neri é o atrator do sistema de fung¢oes iteradas dado pelas si-

milaridades

fi(x,p)

fa(x,)

f3(x,p)

falx,y) =

f5(xy) =

0.5

0.4

0.3

0.2

Fractal Koch-Neri

0.1

-0.1

0.5

0.4

0.3

0.2

Fractal Koch-Neri

0.1

-0.1

Fractal Koch-Neri

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 3.4: N

;
M L

Fractal Koch-Neri

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3.6: N,

W
~ O\ R ~— O\ 8 ~

W

W

+ ~— + ~—— >
S
[a)
~—

\.

| =

N —
-

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3.5: \V;

Figura 3.7: N3

Seja V o interior do losango cujos vértices sao (0,0), (1/2,1/4), (1,0) e

(1/2,-1/4). Verifica-se facilmente que V satisfaz a condicao de conjunto aberto.
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Autor: Edilson Neri Juniro

Como o sistema é formado por trés similaridades de razao 1/3 e duas similarida-

des de razao 1/6 temos que a dimensao Hausdorff é dada pela equacgao

1V (1 1y (1 (1Y
) +(=) +(2) +(=) +(=) =1
(5) +(5) +(3) +(5) +(5)
A equacgao acima pode ser resolvida numericamente por qualquer aplicativo ma-

tematico, como por exemplo o aplicativo MAXIMA. A sua solugao é s ~ 1,2279.

Na tabela abaixo (veja [20], p. 317]) daremos os parametros das transformacgdes
de similaridade de alguns fractais muito interessantes. Estamos considerando o

sistema de transformacoes iteradas na forma matricial:

a b X e
flxy)= L[ :
c d Y f
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a b C d e f
0.0 -0.5 0.5 0.0 0.5 0.0
0.0 0.5 -0.5 0.0 0.5 0.5
0.5 0.0 0.0 0.5 0.25 0.5
0.0 0.577 -0.577 0.0 | 0.0951 0.5893
0.0 0.577 -0.577 0.0 0.4413 0.7893
0.0 0.577 -0.577 0.0 | 0.0952 0.9893
0.333 0.0 0.0 0.333 | 0.333  0.666
0.0 0.333 1.0 0.0 0.666 0.0
0.0 -0.333 1.0 0.0 0.333 0.0
0.387 0.430 0.430 -0.387 | 0.256 0.522
0.441 -0.091 -0.009 -0.322 | 0.4219 0.5059
-0.468 0.020 -0.113 0.015 0.4 0.4

0.255 0.0 0.430 0.255 | 0.3726 0.6714
0.255 0.0 -0.009 0.255 | 0.1146 0.2232
0.255 0.0 -0.113  0.255 | 0.6306 0.2232
0.370 0.642 -0.113 0.370 | 0.6306 -0.0061
0.849 0.037 -0.037 0.849 | 0.075 0.183

0.197 -0.226 0.226 0.197 0.4 0.049

-0.150 0.283 0.260 0.237 | 0.575 -0.0840

0.0 0.0 0.0 0.166 0.5 0.0

0.195 -0.488 0.344 0.443 | 0.4431 02452
0.462 0.414 -0.252 0.361 | 0.2511 0.5692
-0.058 -0.070 0.453 -0.111 | 0.5976 0.0969
-0.035 0.070 -0.469 -0.022 | 0.4889 0.5069
-0.637 0.0 0.0 0.501 | .8562 0.2513

Por exemplo, o sistema de func¢oes iteradas formado pelas quatro transforma-
¢oes dadas na quinta linha da tabela acima tem como atrator a seguinte folha de

Samambaia:
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Figura 3.10: Folha de Samambaia
Fonte: Wikipedia.org

3.3.2 Variacao da dimensao Hausdorff

Agora vamos ilustrar como obter varios fractais variando a dimensao Hausdorff

entre 1 e 2. Para isto variaremos o fator de reducao da curva de Koch.

Seja a € (1/4,1/2) o fator de reducao e K; a primeira figura da construcao da

curva de Koch (veja secao [1.3) dada pelos segmentos I; com pontos extremos

4

1 1
mos (E” /a — Z] e (1—a,0) e Iy com pontos extremos (1 —a,0) e (1,0).

O sistema de fungoes iteradas desta familia de atratores é o seguinte:

1 1
(0,0) e («,0), I, com pontos extremos («,0) e [E' o — —), I3 com pontos extre-

filxy) = alxy);

f(x,y) = a(xcosO—ysenO,xsenf +ycosO)+(a,0);

1
f(xy) = a(xcos@+ysen6,—xsen9+ycos€)+[§, a—Z);

f4(x;y) = a(x;?) + (1 —CK,O),

1 1
comsenf = —,/a —

va Vi
Sejam K, os atratores do sistema de fungoes iteradas acima e V o interior do
losango cujos vértices sao (0,0), (1/2, Va —1/4), (1,0) e (1/2,-Va — 1/4). Verifica-se

facilmente que V satisfaz a condicao de conjunto aberto. Como o sistema é for-

mado por quatro similaridades de razao a temos a dimensao Hausdorff é dada
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In4
pela equagao 4a® =1, cuja solugao é s = —l;l—a.

Alguns exemplos

0 =90° . ~ dimg =2

[mmns
||||||||||
||||||||||||

0 = 80° /\ A§7§ ﬁﬁ%ﬁ dimy; = 1,625

6=30° _  — . - dimy=1,052

6=0° dlmHzl
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